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Asupra unui criteriu necesar si suficient
pentru convergenta sirurilor

Vasile Berinde Universitatea din Baia Mare
Facultatea de Litere si Stiinte
4800 Baia Mare, Romiania

Abstract. The aim of this note is to show that a well known result
used in the study of sequences is in fact a necessary and sufficient criterion.
In order to illustrate this aspect, some applications are given.

In lucrare este scos in evidentd faptul ci un binecunoscut criteriu pentru
studiul convergentei sirurilor este de fapt un criteriu necesar si suficient,
desi in [5] este incadrat in subparagraful ,criterii suficiente pentru conver-
genta sirurilor®,

Teorema II. 4.1. din [5], pagina 45, are urmatorul enunt

TEOREMA 1. Fie (a;)n>0 un gir de numere reale. Presupunem cd existd
un numdr real a si un sir (by)sz0 de numere reale pozitive convergent cdtre
zero astfel incit

1 2 l‘a_,,‘—a| Lb,, nz2K (K rang fizal).
Atunci girul (a,)ss0 este convergent si -

lim @ =a.

- 00

Acest rezultat, denumit indeobs'te criteriul majorarii (M), este inclus in [3]
alituri de criteriul marginirii $i monotoniei (M), care este intr-adevir un
criteriu suficient, dupa cum arati un exemplu clasic: sirul (a,)pens, @n=
=)

n
din urmi, criteriul M este de fapt necesar si suficient, adici avem

, este convergent dar nu este monoton. Spre deosebire de acesta

TEOREMA 2. Un sir de numere reale (a,),en €Sle convergent si are limila
a dacd si numai dacd existd un sir de numere pozitive (b,).en convergent cditre
zero penlru care are loc relaiza (1)

Demonstratie. Suflcxenta rezults din teoreina 1. Pentru a demonstra nece-
sitatea este suficient sd definim sirul (b,),en prin

bpy=1'a,—a|, neN.

_ Observapa L Super101 itatea teoreticd a criteriului M fa{i de criteriul MM
este evidenta §i utila — In practica — numai in anumite cazuri, si anume
acolo unde se poate construi in mod netrivial sirul (b,) (este clar ci cel dat
‘in demonstratia teoremei 2 nu are nici o eficienta in aplicatii).

Din acest. motiv criteriul M -este mult mai rar folosit in rezolvarea
problemelor.

Aplicatiile care urmeazi prezinta citeva sfcuatu care valorifici tocmai
superioritatea evidentiati de teorema 2.
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Aplieatii. 1. Sirul (U,),»0 definit de recurenta
(2) Uprt U—2U0,=3, n>=0
cu Uoie(—oo, —%) U («— -(75—, O) U (0, 4+ ), este covergent.' ;

Solutie. Se verificd imediat ca, pentrun>2, avem U,>0, si, de asemenea,
pentru n >3, sbau =
©) U2,

Din (2) obtinem, pentru n>3

| Upt1=3] =— + | Up—3]

=
Uﬂ
din care, folosind (3), deducem
.
| Unv+1"'3 I < —2— | Un‘—3 l., n2deixs
iar din aceasta

|U,,—3|<(-;—)"",’- | UssrdA 200 P8

ceea ce in wvirtutea eriteriului M, inseamnd

lim U,=3.

f-» 00

Observatia 2. Problema 1 constituie o extindere a unei probléme date
la etapa judefeani a concursului de matematici, 1984. Acolo .conditia initi-
ala era U,<0.

Criteriul MM nu poate fi aplicat aici direct [2].
2. Aratati ci sirul

7 ez ViV V7_V 7+ 717, ...
este convergent si determinati limita sa. r 2 XXX-

(Concursul W. L.. PUTNAM, 1953)

Solutie. Punem U0=V7—, U1='V7—4V7. Ceilalti termeni ai sirului sint dafi
de relatia

‘Un+2= V7"_V7+Un ’ n>01
de unde deducem ;

U,,+2—2= ii——‘—‘l_]:_‘
o f7—Vir U

sau, dupd incid o transformare,
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@ i @+ Ugrs) G+VT L Ty)

Deoarece Uy, U, € (0,7), deducem ci Up<0, Vn2>0, si atunci din (4) obtinem

US| <%— . UL Ra g0
de unde
n—1
| Un—21 Q(%)[ 3 ] | Uy—2], n=0,

si prin urmare lim Up,==2,
#—» 00
3. Fiind dat un numir real Ny, daca
Nj+1=cos Ny,
aratati ci lim N; existd si este independentd de N,.
jroco
(Concursul W. L. PUTNAM, 1952)

Solutie. Avem N;=cos N, e[—1, 1] si Npy=cos N, € (0, 1). Prin inductie
se aratd cd Nj € (0, 1), pentru j>2,
Ecuatia f (z) =xr—cos =0, z € (0, 1), are o singura radicini a, cici ['(x)<0,
pentru z € [0, 1], f(0)<O0 si f(1)>0.

Vom arita ci (Nj)j,, are limita a care nu depinde evident, de No. Intr-
adevar, pentru j>0

| Nj41—a| =| cos Nj—cos a| =2 sin 2@ sin N’;a ;
si cum -ly-’oiﬂe [y (O, %J
mre =y 1):[0,3], (j=2)

deducem c#, pentru j>2
sin E’—‘;tﬂ <psin 1,

Endly| g Nt

2

sin

si

asadar
| Njy1—a| <(sin 1) | Nj—a| , pentru j>2,
ceea ce conduce la
| Ny—a| <(sin1)i~%+ | Ng—a|, j22

adicd lim Nj=a, cici O<sin 1<1,
o
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Observatia 3. Criteriul MM nu se poate aplica problemelor 1—3, siru-
rile respective nefiind monotone. In final, recomandam cititorului si abordeze,
prin aceastd metodd, alte probleme din [1], [3], [4] si [5] probleme enuntate,
in general, in conditii ,mai tari“ decit pretinde criteriul M.
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MISCELANEE

1. Impartiti numirul 13 in doud, astfel incit in fiecare parte si rezulte 8.
2. Scadeti din 30 pe 222 astfel incit sa obtineti 888.

3. Asezati noud cifre de 9 in asa fel incit prin folosirea semnelor adunirii
si scaderii sd obtineti un total egal tot cu 9.

4. Cu cifrele 1,2,3,4,5,6,7 si 8, luate o singura datd, formati doud
numere a ciror suma sia fie 9999.

5. Este posibil ca suma a doui numere si fie egald cu fiecare din cele
doud numere?

Raspunsuri: 1. XIII taiat cu o linie la mijloc; 2. XXX —222=888;
3. 94-9999—-9999=9 sau 9+99/99—99/99=9; 4. 12344-8765=9999; 5. 04
+0=0.




