
e

q

-

t&m
Qol. /, Ab. 5 +-x: Q(oiembri.e /990

@on{inut
otrtieole

Sneg.alitd.fi ?.ntre merlii gi agtiea{ii, de 2. 2u9a9
Q-rae(i i  eu impli l iedri lrauduloate ( l l l )  de .D. oteu .. . . . .
ottugro unui eriteriu nceelaG $ tu/. ieient p.entru eonoet-
g.en(o girurilot, de Q, Eerinde

Q(ate
ohugra unei inegtatitd.fi geometriee, de O. Jll. Jllilonuii,
J .  J .  Oragomi t  . . . .
0 usie ira(ionald., dc 8. Sdndat ..  . . .

3
9

t8

22
24

Qrobleme 9i mlufii
Jllatematiea pitie d
Q)iafa matematied.

26

28
30
42
44

fpilule
ot,tugro unei grobleme, d" Q. Qicu
Q(.tilizarea ineg.alitd.(iler dintre medii la eztraqterea rd.7
ddeinii, @. Q.Atugiu

Qubliea{ie a
ott oeialiunii Tran riloan e pentru !.iteratura (Qomdnd.

fi @ultuta Qogorului Q.omdn



Asupra unui criteriu necesar gi suficient
pentru convergen{a qirurilor

Vasl le Berlnde Univers i ta tea d in  Baia Mare
Facul tatea de L i tere g i  $t i in le
4800 Baia Mare,  Rom?nia

Abstract. The aim of this note is to show that a well known resull
used in the study of sequences is in lact a necessary and sufficient oriterion.
In order to illustrate this aspect, some applications are given.

ln lucrare este scos in evidenfl faptul ci un binecunoscut criteriu peutru
studiul convergentei girurilor este de fapt un criteriu necesar gi suficient,
degi In [5] este lncadrat in subparagraful ,,criterii suliciente pentru conver-
geufa girurilor".

Teorema II. 4.1. din [5], pagina.45, are urmd.torul enuuf

TEOREMA l. Fie (ar)nro un pir de numere ruale. Pruupunem cd. eristd
un numdt real a gi un gir (b")">o de numere reale pozitiue conaeygent cdtre
zero astfel tnctt
(1) |  ar,-al  (Do, n>,-I(  ( I i  rang f i rut) .
.Atunci piru/  (an)npo este conuergent; i ,

]:2 r-:o'
Acest rezultat, denumit indeobgte critcriul niajordrii (I1), este inclus in [5]
dllturi de critbriul mirginirii gi monotoniei (Il[M), care este intr-adevhr uh
criteriu suficient, dup[ cum arati un exemplu clasic: ;irul (ao),.p., an:

(-1)rl: !1{-, este convergent dar nu este monoton. Spre deosebire de acesta
din ulme, criteriul M este de fapt necesar gi suficicnt, adicl avern

TEOREMA 2. Un ;ir ile numere reale (ao)*11 este corncrgent gi are limila
a ilacd. Si numai d.acd existd un pir de numere pozitiue (D,)ueru conuergent cdtre
zero pentru carc are lac relalia (1).

I)emonstrafie. Suficienia rezultd din teoreina 1. Pentru a demonstra nece-
sitatea este suficient sd definim girul (0,)*p prin

b o : l a , _ a l ;  n e N .

este evidentl gi utild - ln practici - numai in anunitd cazuri, gi anume
acolo unde se pohte construi in mod netrivial girul (0") (este clar cI cel dat
ilir demonstrafia teoremei 2 nu are nici o eficien{I ln aplieatii). .

Din acest,,motiv criteriul &/-este mult mai rar folosit ln rezolvarea
n*olff;lfiie care urmeazd prezintd citeva situafii care vatorificd tocmai
superioritatea evidenfiatl de teorema 2.
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Apl iea,t i i .  1.  $irul  (L ' . ) .

( 2 )  L " - : '
- o

cu Uo. t -* , - ; i  , l  - :

Sotrul ie.  Se vel ' i f  ic i  i : : . t ' ' l i
pent.ru n ) 3,
(3)

Din (2) obfinenr,

d in care,  fo los ind (3) ,  t l t i r r .

i  L : ' + r  - .

iar din aceasta

1  U2-3 ,  ,

ceea ce in virtutea eriteri ' :I,

Obscrvafia 2. Prob lc':r,a
la etapa judeteanl a concu:s
al[ era Uo(0.
Criteriul MM nu Poate fi aP

2. Ardtali ci girul

t f----  1

VT I '7- I ;  .
este convergent gi deterniin,

(Conc

Soluf ie.  Punem Uo:lT. : '
de relafia

.  L ' . - :
de unde deducem

i

sau, dupi lncl o transfor::

pen ' . : ' j

i  f  
- .  -



Apliealii. 1. $irul (Uo)o>o' definit de rqcurenla

(2) ' (J,+t 'Uo-) ' lJn:3, n2.0
. t t l . -  ' ,  . e t . . , r  A  1  

.  ' , t  . i ' .  ' ' : '  r " :  '  '  : ' : ' :  : {

cu Uo ef-oo, -: l  U l-+, 0l U (0' *oo), este covergent'-  1  2 )  \  7  I
Solulie. Se verificd imediat c5, pentru n>2, avem Uo70,9i, de asemenea'

pentru n 23, : l"'l ' ' :'

(3) ur12. :
Din (2) obtinerir, Pentru n)3

luo+r-31 :+.

,a
re

L

din care, folosind (3), deducem

I lJ*r=-31. .<f , .1  Uo-3[ ,  r ] ) i ' : i . ' ' :  ' .  ' , ,1  i r  i i . r " l i ; . , '

i a r  d in  aceas ta  .  : ,  . , | .  r  . l  .  "
. , : ;  rt i , '  .r  i  . l r l  ( / ,n*3t< ( l l"-:  ' , I  Ur--3' l  ,  nV? : '  .  . '  :{ '  1- ' - t ' 2 ,  ' ' l : .  

l l l

ceea ee hn'v.irtutearclltLriului il{, ' lnseanr'nd ' ( i : ;.: i l:i i ' ' ' ' ' l

. , r , .  . - r  , :  ; i  .  . .  I i m  u o = 3 . t " i , ' ' ; . , , ' . .  ; , , ' . 1 , , , . ,  . ] , " ' - " t '
.  :  .  : " . '  ' i  '  t i  

" : r l r t '
Observatia 2. Ira etapa i u dirbairl ;':#1ffir,#*H:il#i'ttil: illii,1i111,il",*ffi

al[ era Uo(0.
Criteriul MM nu poate fi aplicat aici direot [2].

2. Ar[tafi cd qirul I

llE-y t ,
este convergent

(Concursul 'W. L.,,PLIfNAM, 1953)
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Solufie. Punem U.:VT Ur--'V 7-JlV, Coili'liii.termeni ai girului slnt dafi
de relalia

tt-772

U o*z: V l._]/7lJ-p" , nvo,
. ' " ' r ' '  l ' t i : ' i  '  ;  l

de unde deducem

: IJo+s-P: ? *V'F'  2+ y1-y?+ ty
sau, dupi lnci o transformare,

. i ' .  i  ( ; : .  r  :  I  t i
. \
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(4) U o4p*2: 2 -U
(2* u,r+r) @+Y7 + u")

Deoarece Us, Ut.€(0,7),  deducem c6 (Jn<0, yn2},gi  atunci din (4) ob[ inem

lUo+z-z1  * i  . lUo-21 ,  n2o
de unde

I  Uo-21 ,  r t )0 ,

Observafia S. Criteriul .'
ri le respective nefiind monotot
prin aceast[ metodi, alte prot
ln general, ln condifii ,mai tr

1. Batinelu, D. ivl. - .liruri, Ed.
2. Bertnde, Y. - In legdturd. cu o
3. Boatar l. - DesPre conocrge!;'o

1980, p. 9-12.
4. Gleason, A.M., - The n'.  l -

4pe1l6s, 1980.
5. Qussll Gh., g. a. - Elemenlc ct

1987.

t .  lmp[r i i t i  numirul  l3
2. Scldeli din 30 pe 2
3. Aqezali noui cifre de

9i sciderii s[ obtineli un tc
4 .  C u  c i f r e l e  1 , 2 , 3 ,  J ,

numere a clror sumi si fie
5. Este posibil ca suma

doui numere?

Rdspunsuri :  1.  XII I  t
3. 9+9999-9999:9 satt 0--'
+0:0.

f r - t l
tun_2, u (+)t-, .

gi prin urmarc lim Un:2,
3. Fiind_diiiin numar reat Ns, dacd

N!+1:cos AI1,
arltafi .n 

,.rT 
N1 existd ;i este independenttr de Ne.

(Concursul W. L. PUTNAM, 1952)
Sg$1i9. 4tuT Nr:cos No g[-1,U gi  N2:g6s N1e (0, 1).  pr in induc[ iese arati cI N1 e (0, l), pentru j22.

Ecualia f (r)51- co!^310, 1S.(g, l), are o singurd rdddcin[ a, chci f,(r)<O,pentru c e [0, U, f (0)<0 pi f (1)>0.
. Yo* ardta cI (Ni)l"o are limita d care nu depinde evident, de Nq. lntr_adeylr, pentru j)0

lN l+r -a l  :  I  cos  N1-cos  a l  :2 ls io  Ar=+"  s ;o  t -o  l ,|  2  2 l '
q i  cum *r lo.  [0,  1)  c Io,  a l ,2  '  l ' zJ '

ITt l  e [o'  1)t lo,;) ,
deducem c6, pentru 1)2

sin Nto {  s in 1,2

I ' i"3*l*S*
I Nl+r-c | <(sin 1). I Ni-a | , penfiu jV2,

ceea ce conduce la

lNl -c l  <(s in  l ) t -2 .  ,  Ng-a l  ,  j>z
Nt:Q, cdci 0<sin 1<1.

(i>2)

9i

agadar

adici lim
t+a



1.
2.
3.

1.

5.

Observa{ia 3. Criteriul LIXt nu se poate aplica problemelor 1-3, giru-
rile respective nefiind monotone. ln final, recomand[m cititorului sE abordeze,
prin aceastdmetodi, alteprobleme din [1], [3], [4] qi [5] probleme enuntate,
ln general, ln condifii ,mai tari" decit pretinde criteriul M.

parte si rezulte 8.

semnelor adunlrii
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MISCELANEE

l. lmpdrfil i numdrul 13 in doui, astfel inclt ln fiecare
9. Scideli din 30 pe 222 astfel incit sd obtineti 888.
3. Agezati nouE cifre de 9 in aqa fel lnclt prin folosirea

9i sclderii s[ obtineti un total egal tot cu 9.
4. Cu ci frele 1,2,3,4,5,6,7 gi  8,  luate o singuridat i ,  formati  doui

numere a c[ror sumi si fie 9999.
6. Este posibil ca suma a doud numere si fie egald cu fiecare din cele

doul numere?

Rdspunsuri: t. XIII tdiat cu o linie la mijloc; 2. XXX-222:888;
3. 9+9999-9999-9 sau 9+99/99-99/99:9; 4. 1234+8765:9999' 5. 0+
g0:0.


