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asupra predirii ariilor §i volumelor corpurilor de rotatic la clasa a X-a”,
sus{inutd in cadrul SSMF, publicati in Gazeta Matematicd si Fizicd, nr.
12/1957, 1 s-a conlferit acelagi premiu. Premiu [ a primit pentru lucrarca : “In
legdturd cu predarea geometriei in clasa a X-a”, apiruti in Gazeta Matematici si
Fizica, nr. 5/1960.

De fapt, profesorul Constantin D. Bors, incii din 1938 a inceput si
publice studii si lucrdri, in cele mai prestigioase reviste de specialitate ale
vremii cum au fost : Revista de Matematici (Timigoara), Revista “*Pitagora”,
Gazeta Matematicd, Gazeta de Matematici si Fizici ete. numirul acestora fiind
de ordinul zecilor. Dintre volume cnumerim : “Notiuni de geometrie
proiectivd”, Editura Tehnicd, Bucuresti, 1996 : “Din experienta predirii
matematicii”, ESDP, Bucuresti, 1958 : “Legarca teoriei de practicd in predarea
matematicii”, Editura Tchnici, Bucuresti, 1958. In acelasi ump trebuie si
amintim numdrul insemnat de manuale scolarc (algebri, geometric  si
trigonometrie) pentru liceele de culturd generali.

Profesorul Constantin D. Bors a fost cunoscut si ca un talentat poet,
fiind autorul mai multor volume de versuri semnate cu pseudonimul de Lucian
Mircea. Inci din tinerete a publicat poezii in “Adevirul Literar si Artistic” si
“Contemporanul”, numele sdu fiind inscris alituri de ceic ale lui Mihail
Sadoveanu, Paul Zarifopol, George Cdlinescu, Garaber lbrdileanu si alti
oameni de prestigiu ai culturii romanesti.

Pentru activitatea desfisuratid i s-au decernat titlurile de PROFESOR
FRUNTAS (1965), PROFESOR EMERIT (1970), iar in 1995, Consiliul Local
Piatra Neam{ i-a acordat titlul de CETATEAN DE ONOARE AL
MUNICIPIULUI PIATRA NEAMT.

Profesorul Constantin D. Bory triieste In amintirea noastrii ; asa cum
bine a scris academicianul Caius lacob, el a fost un om integru, exemplu
pentru colegii sii, un om care in cariera sa nu a cunoscut decit drumul de acasi
la gcoali sau la bibliotecd, un om a cirui valoare exceptionali nu a fost egalati
decit de modestia sa fird seamiin”.

Prof. Constantin Pangrati
Prof. Neculai Avidanei

ARTICOLE

DESPRE ORDINUL DE CONVERGENTA
AL SIRURILOR DE NUMERE REALE
de Vasile Berinde

Numeroase probleme publicate in ultimii ani in Gazeta Matematici au
ca obiect studiul ordinului de convergenti al unor siruri de numere. Asa cum
sunt de obicei formulate aceste probleme, ele nu apeleazi insd direct la notiunea
de ordin de convergenti. Chiar si acolo unde este direct implicat acest concept,
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spre exemplu in lucriirile [6], [7], nu este datd o definitie expliciti a acestei
notiuni, desi acest lucru poate fi ficut la nivelul clasei a XI-a.

Tinand seama de faptul cd girurile de numere au aplicatii practice
nemijlocite si avand in vedere abundenta de probleme legate de acest subiect In
revistele de specialitate si la olimpiadele de matematici, scopul notei de fatd
este de a introduce conceptul de ordin de convergenti al unui sir si de a rezolva,
in acest context, cateva probleme apirute recent in Gazeta Matematica.

By : oy 1 (17
Intuitiv, este ugor de vizut cd, dintre sirurile (— > I—J :
\n A% SRk
amandoud convergente citre zero, cel de-al doilea este mai rapid convergent, in
sensul cd termenii sdi se apropic mult mai repede de zero decat termenii
primului gir. Acest exemplu ne sugereazi introducerea urmitoarelor notiuni :
Definitia 1. Fie (a,,)nzl, (b,,)"2i doud giruri de numere pozitive,

nzl

convergente cdtre zero, pentru care existd
. a
lim—=2=1/, (1).
n—aw b"
Atunci :
a) dacd i = 0 vom spune cd girul (a,) converge mai repede decat sirul (b,) ;
b) dacd | # 0 si I finit vom spune cd girurile (a,) §i (b,) au acelagi ordin (aceeagi
vitezd) de convergentd.
s ofed " s :
Observatii. 1) Dacd lim—* =00, adici lim—-=0, atunci, conform

oo ph n—oq
definitiei, sirul (b,) converge mai repede decat sirul (a,). Este tocmai cazul
sirurilor considerate la inceput, cici

i

q':
lim-2£ = lim=—=c.
n—w ez

~n
2) Notiunea de ordin de convergentd poate fi adaptati usor la cazul
sirurilor convergente oarecare, ciici daci (u g ), (v,,) sunt doud giruri convergente,
avind limita u, respectiv v, atunci sirurile (u,, —u),(v,, -v) sunt convergente
ciitre zero.
o~ S e o ~ |“n —Hl
Presupunénd ci existi limita Im—=1, (1"
n—w !vn — vi
atunci :
a) dacd ! = 0, sirul (u,,) converge mai repede (citre u) decat sirul ( v,,)
(cétre v) ;
b) dacd / # 0, [ # oo, cele doud siruri au acelasi ordin de convergent3 ;
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¢) daci [ = o, sirul (v,,) converge mai repede decit sirul (u") :

3) Penuru sirurile (a"),(h") avand limita =, notiunca de ordin de
convergentd se defineste analog, in ipoteza existentei limitei (1). Este usor de
vizut ¢d s¢ poate renunga la conditia ca sirurile sd aibd termeni pozitivi, in
definitia 1, respectiv la valoarca absolutd, in realtia (17).

Exemplul 1. Relatia

: | : }a” —anl |
llmn(ln’_’—a,,):—c> lim =

n—yus: 4 no»

(2)

n

o v 16 i | I
stabilitd in |7], arati ci sirul (a”), a, = 5 e

e =
n+l n+2 20

convergent citre In2, are acelagi ordin de convergentd cu sirul | —] . alulel spus,
R

A
< ; . S - . L | v
sirul (a, ) converge citre In2 la fel de repede ca sirul | — I citre zero.

Exemplul 2. In cazul sirului 78 PR k21, x>0,

< XY

-are reprezintd iteratiile date de metoda lui Newron pentru rezolvarca ccuatici
A7 =2=0in (0, =), adicd pentru calculul valorii lui ¥2 . avem ¢ii (x,) este
descresciitor §i x, >2, n — = (|2], pag. 67-68), de unde rezulld ci

x, 22,0 >2 si, prin induclic,

xn-i-i 3 JE s

relatic din care obtinem apoi

(.\'u —\/2) =2

19| —

O<sx, —\/ESL(..\', —\/5) o Lo
2 /

Asadar,

'y
. f T J ‘:—\ S
OSn“(Jc,i —v2]£—”(.\'i =222 5 kieN
\ LA\ ;

carc n¢ di lim nk(x" —ﬁ):(). (k fixav), relatic care exprimd un fapt foarte

= /
important din punctul de vedere al calculului aproximativ : ( .xr,,) converge rapid

\

citre \/5 , mai repede decat oricare dintre sirurile |—J sdtre zero. Accasla
NN

inscamnid ¢, pornind de la orice aproximatic initiald x, > 0 a lui /2, dupii
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numai cateva iterafii, v, va aproxima [oarte bine pe 2 . Pornind, spre exemplu,
cu vy = I, obtinem dupid trei pasi valoarca lui V2 cu e zecimale exacte,
S

.\'3:5%;:1,4142. In  schimb, sirul («,) definit prin  a =,

n . .
a,, =4, +(— l) . iz 1, convergent la In2 si pentru care are loc relatia

n+1
a1
€2) (vezi 7)), are acelasi ordin de convergen(d cu sirul | —] , §1 deci converge
[ i
lent. Intr-adevir, primul termen al girului care il va aproxima pe In2 cu doud
zecimale exacte va (i xyq [5).
Vom rezolva acum problemele 23808, 23813 si C:1978 din G.M. 10-
1171997 dind rezultatelor o interpretare corespunzitoare notiunilor delinite in
accastd lucrare.

Problema 23808 (G.M. 10-11/1997, pag.421)

Fie sirul (.\'") s definit asifel = x, =1 §i ‘x| =X, +\/\; +1 (n21).

n=

) n
Sd se calculeze 1lim —.
n=y» %

n

Marian Ursdrescu, Roman

Soiutie. Din x,,, —x, = \/'; +1>0 rezulld i (x,) este un sir strict

VMt
crescator de numere pozitive. Sirui (x,) nu este convergent cdct, in accasti
ipotezd, punand /= limx, si trecand la limitd in relatia de recurentd, am fi

n=ra-
condusi la contradictia /= +1=0. Prin urmarc (x,) csic nemarginit, adici
lim.x, =+, Problema care se punc cste : cit de repede converge sirul ()
H=r7
citre +2 ? Dupil cum ne sugercazi enuntul problemei, ordinul de convergentd al
sirului (x,) este comparabil cu cel al sirului (2"). Intr-adevir, din x>0 n Sk

\

{ \

- LA U T Blis o : :

rezultit ¢l existi o € | (),7| , astlel incat v, = clge i atunci
A\ /

2cos”

(DRSS

! ! l*cosa_

Xy = clg(zv\[clg:aTl =cClga + — - = 2 =
Isin | sin

Sinaded o
=SIN-——COS —
) 2

— -~

adicd x,, =clg

(SR EN
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3 T
Dar x, = ctg% ,deci x, = ctg—g,.. = clg ,n1 =1 i prin urmare

-

g il
jiaah . Bom g g
lim— = lim2" tg =lim———=—
nso x" o now T 2 2

A ntl

rezultat carc aratd ci sirurile (x,) si (2") au acclagi ordin de convergentd. Este
usor de viizut cii problema poate fi rezolvatd analog in cazul mai general
‘x,=a €R, caz in care existi ae(0, m) astlcl incit a=ctga si oblinem

o _ .
X, =Clg——r.H 21, deci

-

. 2 n tg A =i
lim— =lim—=—-2a =2a = 2arcclga .
n—yw .lf n—e (04
ey

Problema C:1978 (G.M. 10-11/1997, pag.423)
Pentru a, € [—2,00) fixat considerdm sirul (a”) £ dat prin relatia de

‘recurentd a, —J_+a . Sd se calculeze lim 4 (a - "')

-

R=>"

(In legituri cu problema 23649 din G.M. 12/1996)

Marian Tetiva, Barlad
Solutie. Cecrinta din cnunt sc referd la compararca vitezei de

convergentd a sirurilor (a,, 5 2 ‘ i | , amandoud convergente citre zero,
4[!
nzGi
cici lima, =2. Vom trata doar cazul a,€|-2, 2], situatic in carc Za<l0, 7,
=L
AN S ” - o I,., ) ~ a; x 7y 4
astfel incat a, =2cosa §i atunci ¢, =v2+2cosa = lco s i=2cos—, cici

o A i TR : i e :
= e(O.: . Prin inductie se ob{inc apoi ¢i a, = 2cos—,n 20, deci
1]

G ) 2
. X o L5
lim4"(a =lim2%"". LOS———I =-1lim2" " sin" =
n
n—y>w n—y0 _ N=>> 2ml
~ / Ll(}\'-
=-a = _l arccos—| .
I

)



Rezultatul obfinut arati ci sirul (a,) tinde ciitre 2 cel putin la fel de
repede ca sirul (117) citre 0. Lasdm pe seama cititorului, cazul al doilea,

a, > 2, pentru a aborda o problemi de clasa a XII-a legati de acelasi subiect.
Problema 23813 (G.M. 10-11/1997, pag.422)

Fief:[0,1]1>R, feC" ([O,l]). Dacd f(0) = 0 sd se arate cd :

limn” Le""‘ flx)dx=£10).

L Marian Ursdrescu, Roman

Soluie. Cum f & C*([0,1]), adici " este continui pe intervalul com-

pact [0,1], deducem ci /' este mirginitd, adici IM > 0, astfel incat |f'(x)| <M,
Vxe[0,1]. Atunci |e"“ " \.)I < Me ™ ,Vx e[() 1] si  folosind monotonia

integralei si faptul ci f iy = = ""‘ -—(l- cand n—x,
i0
. deducem ci llmJ ""f"( )dx =0.
1= (,

In mod aseminitor obtinem, pentru sirul (1,), 1, = L G/ ( )dx nx1,

c¢d lim7, =0.

N=>L>

Cerina problemei este de a ariita ¢i sirul (1) are cel putin acelasi ordin

/7 \

5 g sy Vo o i ;

de convergenti cu cel al sirului l — J , 1 ¢d, In cazul f'(0) = 0, (1,) este mai
\n-

nzl

rapid convergent decit l\—\l . Intr-adevir, integrand de doui ori prin pirti in
n /1121

integrala urmitoare

Le'"“f "(x)dr =e b ’(x)!:) 4 ’Ijr, WA ( )dx =

=e"f'(1)- f'(O) + ni e (x)i: + HLU = flac)dx |,

oblinem

n*l —L P Bt ( x)dv—e™" f (1)+f(0)—ne"’j() j( )]

Dar lim e"'f’(l) =0= limne“"f( ) iar f(0) = 0 si atunci rezultd

n—= s n—=you



|
limn™7, = lim Le & f”(.\')d\' i f’(()) = f’(()).

i=>0s S

Observagii. 1) Lisdm in scama cititorului - abordarca  problemelor
C:1980 (G.M. 10-11/1997), 23729(G.M. 4-5/1997). 23668 (G.M. 1/1997) si a
altor probleme inrudite, cu recomandarca de a da rezultatclor obtinute o
interpretare in spiritul notiunilor introdusc in accastd lucrare. Mentiondm faptul
cit problematica legatii de studiul ordinului de convergentd al unui sir este strans
legatd de asa-numitul comportament asimptotic al sirului.

2) Este important si atragem atentia asupra laptului ¢d nuorice doud
siruri sunt comparabile prin intermediul acestui concept de ordin (vitezi) de

e DER S \ Is
convergentd. Spre exemplu, dacd ludm sirurile (u,,).(/a,,), a,=—sinn, n=1,
n

| ; S St (7
—, n=1,pentru carc avem «, =0, b — 0, cand n — =, atunci lim—=
i " " s b

n

b, =
nu exista.

Rezultatul  obtinut  exprimi  diferenta  esentiald  care  existd intre
comportamentul acestor doudt siruri, in procesul de “apropiere™ de limita lor
comuna, 7cro.

3) In analiza numerici este foarte important un alt concept de ordin de
convergentd al unui sir convergent (proces iterativ), vezi [3]. Spunem ci sirul
(x,), convergent citre &', are ordinul de convergentd r daci

’.\',,,i, -
lim————=p, undc O<p<=, (3.

n=yr »
X, =X

Numiirul p din (3) s¢ numeste eroarea asimptoticd a sirului (procesului

iterativ) (x,,).
. , \ '~"~-1‘V3 |
Pentru sirul (.r,,) . din exemplul 2, avem lim = ——, Care
it

n >/ 2 24D
R E

aratd ¢d ordinul de convergenti in sensul relatici (3) este = 2, iar croarca

1
22
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EXAMENE SI CONCURSURI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
BUCURESTI FAZA LOCALA, 1998
prezentare de Marian Andronache si Dinu Serbancscu

<nunturi
Clasa a IX-a

1. Pentru ficcare pereche (g, hye RxR delinim multimea

Ala,b) = {u +bm | m eQ} :
Sii se arate ¢i pentru orice pereche (g, £) din RxR avem

(V5.V6.7\A(ab) = 2.

Valentin Matrosenco

I1. a) Si sc arate ¢i penuru orice x € R\ {/\ﬂ' k e'l,} ;

sinSx N
=4¢os 2 +2cos2x—1.

sinx
b) Sii sc arate ¢i existii ¢, heR astfel Tncit
STIRRS

—— = 16sin(x +a)sin(x — a)sin(x +b)sin(x - b)
HRY ? ‘ ‘ A

nentru orice x € R\ {kzz’{k €Zi.
laroslav Chebici
I11. Fic ZAOB un unghi drept si punctele C €(0A,D €(0B.
1) Si sc arate ¢ OA-OC+OB-0OD < AB-CD.
2) Fic Ce(0A),D €(0B); M si N mijloaccle lui (AB) respectiv (CD).
S se arate ¢i punctele O, M si N sunt coliniare dacd st numai daci incgalitatca
de la punctul 1) este cgalitate.
Grera Marinescu $i Marcel Chirigd
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