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Introducere

Istoric

Fără îndoială, rezolvarea ecuaţiilor neliniare reprezintă un capitol im-
portant în analiza numerică.

Primul rezultat remarcabil în acest domeniu îl reprezintă binecunoscuta
metodă a lui Newton(1643-1727), prezentată de autor în lucrarea Method
of Fluxions [100], elaborată în anul 1671, dar publicată abia în anul 1736,
după decesul autorului. În această lucrare, Newton descrie metoda sa (într-o
formă mult mai sofisticată decât cea cunoscută azi), prezentând, ca exemplu,
determinarea rădăcinii reale a ecuaţiei x3− 2x− 5 = 0 şi arătând că aceasta
se află între 2 şi 3.

În anul 1690, Raphson(1648-1715) publică lucrareaAnalysis aequationum
universalis [123], în care prezină metoda lui Newton pentru aproximarea
rădăcinilor unei ecuaţii într-o formă mai simplificată decât cea a lui Newton.
Se pare că Raphson a fost printre puţinele persoane cărora Newton le-a per-
mis să vadă lucrările sale de matematică (a se vedea biografia lui Raphson
la [104]).

Deşi cunoscută şi sub numele de Newton-Raphson, forma actuală a
metodei, conform lucrării lui N. Kollerstrom, Thomas Simpson and ’New-
ton’s method of approximation’: an enduring myth [84], ar aparţine lui T.
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2 INTRODUCERE

Simpson, care a publicat-o în anul 1740 în lucrarea Essays ... on Mathemat-
ics [129].

În lucrarea sa Historical note on Newton-Raphson method of approxi-
mation, publicată în anul 1911 [31], Florian Cajori, cunoscut autor al unor
lucrări de istoria matematicii, prezintă unele consideraţii interesante despre
"soarta" metodei lui Newton. Printre altele, arată că prima variantă tipărită
a acestei metode apare în capitolul 94 al lucrarării lui Wallis, Algebra, pub-
licată la Londra în anul 1685.

După demonstrarea de către Kantorovich, în anul 1948, a convergenţei
pătratice a metodei lui Newton pe spaţii Banach [78], metoda mai apare în
literatura de specialitate şi sub numele de metoda Newton-Kantorovich.

Indiferent de eventuale controverse existente, cert este că, după pionier-
atul metodei lui Newton, a urmat apariţia în domediu, a altor metode de
aproximare faimoase, ca şi numele autorilor lor dealtfel, cum ar fi: Euler şi
Chebyshev [128], Halley [65, 66], Kantorovich [78], Ostrowski [105, 106].

Cronologic, a urmat apariţia în domeniu a unei multitudini de lucrări
prezentând fie metode noi, fie îmbunătăţiri ale metodelor existente, instituindu-
se o adevărată competiţie în ceea ce priveşte creşterea ordinului de conver-
genţă şi/sau a indicelui de eficienţă.

Amintim aici doar o parte din aceste lucrări cum ar fi: S. Weerakcoon
şi T. G. I. Fernando [140], T. Yamamoto [143],J. M. Gutiérez şi M. A.
Hernández [64], S. Abbasbandy [1], S. Amat şi colaboratorii [5], I. K. Argy-
ros [19, 20, 21], A. Y. Ozban [107], H. H. H. Homeier [71], autorii chinezi
foarte "productivi " în domeniu C. Chun [39, 41, 40], J. Kou şi colaboratorii
[85, 87, 88, 89, 86], Y. Ham şi colaboratorii [67], Z. Xiaojian [142], apoi
lucrările elaborate de către M. A. Noor şi colaboratorii [102, 101, 103] sau
cele ale soţilor Ljiljana şi Miodrag Petković [113, 111, 112, 57] şi multe
altele.

Referindu-ne acum la monografii importante în domeniu, putem con-
semna volumele autorilor: J. F. Traub [132], A. M. Ostrowschi [105, 106],
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A. Householder [72], W. Gautschi [62], C. T. Kelley [82, 81], D. Kincaid
şi W. Cheney [83], I. K. Argyros şi F. Szidarovszky [22], sau lucrări ale
autorilor români precum G. Coman [49], Şt. Măruşter [98, 99, 96, 97],
V. Berinde [26, 27, 25, 28, 29], E. Cătinaş [36, 37, 35, 34, 33], O. Cira
[43, 45, 44, 47, 46], A. Diaconu [54, 55], O. Agratini şi colaboratorii [2],
I. Păvăloiu [119, 118, 120, 121], A. Lupaş [93].

Structura tezei

Teza este structurată pe cinci capitole şi o anexă ale căror conţinut este
prezentat în continuare.

Capitolul 1 cuprinde unele noţiuni şi rezultate preliminare matematice,
utilizate în prezentarea rezultatelor ulterioare. Este prezentată apoi, metoda
lui Newton pentru aproximarea rădăcinilor unei ecuaţii neliniare, generarea
acesteia prin diferite metode, şi câteva variante de demonstraţie a conver-
genţei metodei.

În Capitolul 2 sunt prezentate câteva metode de tip Newton pentru
rezolvarea ecuaţiilor neliniare, şi este introdusă o nouă metodă de acelaşi
tip, proprie autorului. Sunt prezentate, deasemenea, două variante noi de
vizualizare a bazinelor de atracţie ale rădăcinilor ecuaţiilor neliniare, pen-
tru metode iterative de rezolvare. În finalul capitolului este prezentat un
studiu comparativ al unor metode iterative, incluzînd şi metoda personală a
autorului, studiu bazat pe bazinele de atracţie aferente acestor metode.

Capitolul 3 este rezervat prezentării metodelor iterative şi a bazinelor de
atracţie pentru zerourile polinoamelor cu coeficienţi complecşi. Este prezen-
tat, deasemenea, un studiu comparativ al metodelor abordate, bazat pe
bazinele de atracţie.

Capitolul 4 cuprinde unele rezultate ale studiului unei structuri topo-
logice, introdusă de către autor, pe bazinele de atracţie aferente metodelor
iterative de rezolvare a ecuaţiilor neliniare.
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În Capitolul 5 este prezentată o aplicaţie practică cu caracter interactiv,
pe calculator, elaborată de către autor, prin care se evidenţiază o serie de el-
emente specifice ale bazinelor de atracţie pentru metoda lui Newton aplicată
la polinoamele cu coeficienţi complecşi.

Anexa conţine programele Mathcad şi Pascal utilizate pentru generarea
bazinelor de atracţie sau pentru determinarea rădăcinilor polinoamelor.

Contribuţii personale

Prezentăm mai jos cele mai relevante contribuţii (rezultate) personale
ale autorului:

1. Introducerea, în premieră, a două variante de vizualizare a bazinelor
de atracţie pentru rădăcinile reale ale ecuaţiilor neliniare,G. Ardelean [13].

2. Introducerea (definirea) unei noi metode iterative de tip Newton pen-
tru rezolvarea ecuaţiilor neliniare, cu o foarte largă arie de convergenţă,
comparativ cu alte metode similare cunoscute, G. Ardelean [14].

3. Demonstrarea convergenţei unor metode iterative utilizând calculul
simbolic în Mathematica şi Maple, G. Ardelean [18, 17, 15].

4. Elaborarea programelor de generare a bazinelor de atracţie, G. Arde-
lean [10].

5. Realizarea unui studiu comparativ al unor metode de rezolvare a
ecuaţiilor neliniare utilizând bazinele de atracţie ale rădăcinlor - cazul ecuaţi-
ilor în R, G. Ardelean [14].
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6. Realizarea unui studiu comparativ al unor metode iterative de deter-
minare zerourilor polinoamelor cu coeficienţi complecşi, utilizând bazinele de
atracţie, G. Ardelean [11].

7. Enunţarea şi demonstrarea unor proprietăţi ale topologiei stângi aso-
ciată unei relaţii de cvasiordine, G. Ardelean [8, 7].

8. Introducerea unei structuri topologice pe bazinele de atracţie şi demon-
strarea unor proprietăţi ale acestei topologii, G. Ardelean [16].

9. Elaborarea unui program pentru vizualizarea bazinelor de atracţie şi
evidenţierea altor elemente specifice, cu utilizare interactivă, G. Ardelean
[12].

10. Crearea unui DVD anexat tezei, care conţine teza în format carte
electronică, aplicaţia interactivă pentru bazine de atracţie împreună cu in-
strucţiunile de utilizare.

Mulţumiri

Mulţumim domnului Prof. Univ. dr. Ion Păvăloiu pentru atenta coor-
donare de care am beneficiat pe tot parcursul elaborării prezentei teze.

Mulţumim domnului Prof. Univ. dr. Vasile Berinde pentru obsevaţiile
pertinente exprimate în legătură cu prezentarea unor rezultate.

Mulţumirile noastre se cuvin, deasemenea, colegului Lector Univ. dr.
Andrei Horvat-Marc, pentru sprijinul acordat la tehnoredactarea tezei.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Acest capitol cuprinde unele rezultate matematice şi concepte funda-
mentale care vor fi utilizate în prezentarea rezutatelor din cadrul tezei. În
prezentarea acestui capitol am utilizat rezultate din [2, 62, 83, 119, 132].

1. Rezultate preliminare, concepte fundamentale şi notaţii

2. Metoda lui Newton pentru rezolvarea ecuaţiilor neliniare

2.1. Generarea metodei lui Newton prin interpolare inversă

2.2. Interpolarea inversă

2.3. Generarea metodei lui Newton pe cale grafică

2.4. Convergenţa metodei lui Newton

2.5. Estimarea apriori a erorii

2.6. Estimarea aposteriori a erorii

2.7. Alte demonstraţii ale convergenţei metodei lui
Newton

3. Metoda lui Newton pentru sisteme de ecuaţii neliniare
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CAPITOLUL 2

Bazine de atracţie pentru rădăcinile reale ale ecuaţiilor
neliniare

În acest capitol se prezintă cele mai relevante metode de tip Newton
pentru rezolvarea ecuaţiei neliniare f(x) = 0, inclusiv unele recent publicate,
precum şi o metodă proprie a autorului tezei, metoda Bisectrice-Newton.

În cele ce urmează, ne vom referi la metoda lui Newton prin Classical
Newton (CN), iar pentru metodele de tip Newton prezentate vom utiliza
denumirile şi abrevierile consacrate în literatura de specialitate.

1. Metode de tip Newton pentru rezolvarea ecuaţiilor neliniare

1.1. Metoda Arithmetic mean Newton(AN)

1.2. Metoda Harmonic mean Newton(HN)

1.3. Metoda Midpoint Newton (MN)

1.4. O nouă metodă, metoda Bisectrice Newton (BN)

Această metodă am introdus-o noi, G. Ardelean[14], şi este dată de
următoarea schemă de calcul:

(2.1) xn+1 = xn − f(xn) f ′(xn) + f ′(yn)
f ′(xn)f ′(yn) +

√
(1 + f ′(xn)2)(1 + f ′(yn)2)− 1

,

unde

(2.2) yn = xn −
f(xn)
f ′(xn) , n = 0, 1, 2, ...

7



82. BAZINE DE ATRACŢIE PENTRU RĂDĂCINILE REALE ALE ECUAŢIILOR NELINIARE

Această metodă are ordinul 3 de covergenţă iar indicele de eficienţă este
3 1

3 = 1.442. Meritul metodei noastre constă în faptul că are o arie mult mai
largă de convergenţă comparativ cu alte metode similare (cu acelaşi ordin
de convergenţă şi acelaşi indice de eficienţă), fapt ce se va vedea prin analiza
comparativă prezentată la finalul acestui capitol.

Considerăm graficul:

Figura 2.4 Interpretarea geometrică a metodei BN

Vom considera bisectoarea unghiului format de tangentele la graficul
funcţiei f în punctele (xn, f(xn)) şi (yn, f(yn)), unde

yn = xn −
f(xn)
f ′(xn) .

Fie ϕ şi respectiv θ unghiurile formate de aceste tangente cu axa Ox.
Avem tgϕ = f ′(xn), tg θ = f ′(yn). Vom calcula tangenta unghiului format
de bisectoare cu axa Ox şi avem:

tg ϕ+ θ

2 = 1− cos(ϕ+ θ)
sin(ϕ+ θ) = 1− cosϕ cos θ + sinϕ sin θ

sinϕ cos θ + sin θ cosϕ

=
1

cosϕ cos θ − 1 + tgϕ tg θ
tgϕ+ tg θ = tgϕ tg θ +

√
(1 + tg2 ϕ)(1 + tg2 θ)− 1
tgϕ+ tg θ .
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Paralela la bisectoare dusă prin punctul (xn, f(xn)) intersectează axa
Ox în xn+1. Avem

xn+1 = xn −
f(xn)
tg ϕ+θ

2
= xn −

f(xn)(tgϕ+ tg θ)
tgϕ tg θ +

√
(1 + tg2 ϕ))(1 + tg2 θ)− 1

.

Rezultă deci relaţia:

xn+1 = xn−f(xn)· f ′(xn) + f ′(yn)
f ′(xn)f ′(yn) +

√
(1 + f ′(xn)2)(1 + f ′(yn)2)− 1

n ≥ 1.

1.5. Convergenţa metodei Bisectrice Newton

Pentru demonstrarea convergenţei metodei Bisectrice Newton vom uti-
liza următoarea teoremă:

Teorema 2.1.1. [62] Iteraţia de punct fix

(2.3) xn+1 = F (xn), n = 0, 1, 2, . . .

are ordinul de covergenţă p dacă F este suficient diferenţiabilă pe un interval
care-l conţine pe α, un punct fix al lui F şi satisface condiţiile

(2.4) F ′(α) = F (2)(α) = · · · = F (p−1)(α) = 0 şi F (p)(α) 6= 0.

Convergenţa metodei Bisectrice Newton rezultă din următoarea teo-
remă:

Teorema 2.1.2. (G. Ardelean [14]) Fie α ∈ I un zero simplu al unei
funcţii
f : I → R, unde I este un intervalul deschis. Dacă f este suficient diferenţi-
abilă pe o vecinătate a lui α şi valoarea iniţială x0 este suficient de apropiată
de α, atunci metoda definită de relaţiile (2.1) şi (2.2) are ordinul 3 de con-
vergenţă şi ecuaţia erorii corespunzătoare este

(2.5) en+1 =
(
c2

2
A

+ c3

2

)
e3
n +O(e4

n),

unde
A = 1

1 + f ′(α)2 .
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Pentru obţinerea rezultatelor, am utilizat pachetul de soft matematic
Maple 12.0.

2. Bazine de atracţie pentru rădăcinile reale ale ecuaţiilor
neliniare

Cazul faimoaselor imagini fractale ale bazinelor de atracţie pentru zer-
ourile polinoamelor cu coeficienţi complecşi este deja binecunoscut.

În cele ce urmează, vom prezenta două variante, G. Ardelean[13], de
vizualizare a bazinelor de atracţie pentru cazul rădăcinilor reale ale ecuaţiilor
neliniare, corespunzătoare diferitelor metode iterative de tip Newton, con-
siderînd că aceasta cunstituie şi o premieră în evidenţierea grafică a acestor
bazine de atracţie, chiar dacă aceste imagini nu sunt la fel de "spectaculoase"
ca şi în cazul complex.

2.1. Unele rezultate "ciudate"?

2.2. Generarea şi vizualizarea bazinelor de atracţie

Pentru prezentarea variantelor noastre de vizualizare a bazinelor de
atracţie ale rădăcinilor unei ecuaţii neliniare pe un interval, vom reveni la
metoda Newton clasică, (Clasical Newton’s method (CN)), definită de

(2.6) xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn) , n = 0, 1, 2, . . .

unde f : I → R este o funcţie derivabilă. Fie α este o rădăcină a ecuaţiei
f(x) = 0, adică f(α) = 0. Se ştie că dacă f ′(α) 6= 0, x0 este suficient de
apropiat de α şi în anumite condiţii, şirul {xn}∞n=0 converge la α.

Aplicaţia

(2.7) F (x) = x− f(x)
f ′(x)

se numeşte Funcţie Iteraţie (F.I.) a metodei definită de (2.6).
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Fie x0 ∈ [a, b]. Dacă pornind din punctul de start x0 şirul generat de
relaţia (2.6) converge la α atunci se spune că x0 este atras de către rădăcina
α.

Bazinul de atracţie pentru rădăcina α şi Funcţia de Iteraţie F este mul-
ţimea tuturor punctelor de start x0 ∈ [a, b], care sunt atrase de către α.

Pentru exemplificarea variantelor de vizualizare a bazinelor de atracţie
introduse de către noi, vom utiliza metoda Classical Newton (CN) aplicata
pentru rezolvarea ecuaţiei neliniare, f1(x) = 0, unde

(2.8) f1 : [−8, 8]→ R, f1(x) = 2x sin x− 2

Rădăcinile ecuaţiei f1(x) = 0 în intervalul I1 = [−8, 8] sunt:

−6.439;−2.773;−1.114; 1.114; 2.773 şi 6.439,

.
Prezentăm în continuare două variante de vizualizare grafică a bazinelor

de atracţie ale rădăcinilor reale ale ecuaţiilor neliniare.
a) Varianta "sinusoidală" de reprezentare a bazinelor de atracţie
Pentru a reprezenta, de exemplu, bazinele de atracţie pentru rădăcinile

ecuaţiei f1(x) = 0 pe intervalul I1 = [−8, 8] utilizînd metoda Classical New-
ton (CN)), "acoperim" (discretizăm) intervalul I1 cu n+1 puncte echidistante
{ti}ni=0 (în cazul nostru n = 500, t0 = −8 şi t500 = 8). Rezolvăm ecuaţia
(2.8) pentru fiecare punct de start x0 dintre aceste puncte.

Dacă x0 generează o rădăcină α a ecuaţiei, α ∈ I1, cu o aproximaţie
ε = 10−5 în maximum 14 iteraţii, atunci desenăm o linie între punctele
(x0, 0) şi (x0, f1(x0)) cu o culoare asociată rădăcinii α.

Dacă x0 nu este atras de către nici o rădăcină α ∈ I1, atunci nu se
desenează nimic. Astfel, regiunile albe semnifică faptul că acolo metoda nu
converge la nici o rădăcină din I1.
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Figura 2.6 Reprezentarea "sinusoidală" a bazinelor de atracţie pentru
metoda ClassicalNewton şi ecuaţia f1(x) = 0

Pentru generarea bazinelor de atracţie am utilizat pachetul de soft matem-
atic Mathcad 14.0 .

a) Varianta cu "bare" de reprezentare a bazinelor de atracţie

Pentru a reprezenta, de exemplu, bazinele de atracţie pentru rădăcinile
ecuaţiei f1(x) = 0 pe intervalul I1 = [−8, 8] utilizînd metoda Classical New-
ton (CN), "acoperim" (discretizăm) intervalul I1 cu n+1 puncte echidistante
{ti}ni=0 (în cazul nostru n = 500, t0 = −8 şi t500 = 8). Rezolvăm ecuaţia
(2.8) pentru fiecare punct de start x0 dintre aceste puncte.

Dacă x0 generează o rădăcină α a ecuaţiei, α ∈ I1, cu o aproximaţie
ε = 10−5 în k ≤ 14 iterations, atunci desenăm x0 o "bară" (linie) verticală
de mărime k şi o culoare asociată rădăcinii α.

Dacă x0 nu este atras de către nicio rădăcină α ∈ I1, atunci desenăm în
x0 o "bară" verticală de culoare roşie sub axa Ox.

De fapt, în acest caz, x0 este atras de către o rădăcină aflată înafara
intervalului I1 (ecuaţia f1(x) = 0 are o infinitate de rădăcini!).
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Figura 2.7 Reprezentarea cu "bare" a bazinelor de atracţie pentru metoda
Classical Newton şi ecuaţia f1(x) = 0

Această variantă de vizualizare grafică a bazinelor de atracţie este mult
mai relevantă decît varianta "sinusoidală" deoarece evidenţiază şi numărul de
iteraţii corespunzătoare fiecărei valori de start x0 din intervalul I1. Astfel,
utilizînd această variantă de reprezentare pentru bazinele de atracţie, putem
să comparăm performanţele unor metode iterative de rezolvare a ecuaţiilor
neliniare.

2.3. Un studiu comparativ al unor metode iterative utilizînd
bazinele de atracţie

Pentru evidenţierea performanţelor metodei noastre (Bisectrice Newton
(BN)) de rezolvare a ecuaţiilor neliniare, comparativ cu alte metode similare,
am ales în analiza noastră metodele:

(a) Classical Newton (CN)
(b) Arithmetic mean Newton (AN)
(c) Harmonic mean Newton (HN)
(d) Midpoint Newton (MN)
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(e) Bisectrix Newton (BN)
descrise în acest capitol. Pentru compararea metodelor (a)-(e), am consid-
erat ecuaţiile de test f1(x) = 0, f2(x) = 0, f3(x) = 0, unde

(2.9) f1 : [−1, 2]→ R, f1(x) = x3 + 4x2 − 10,

(2.10) f2 : [−2, 4]→ R, f2(x) = (x− 1)6 − 1,

(2.11) f3 : [−3.5, 4]→ R, f3(x) = x4

4 sin x− 1.

Am generat bazinele de atracţie ale rădăcinilor ecuaţiilor fp(x) = 0
pe intervalele Ip, p = 1, 2, 3, corespunzătoare metodelor iterative (a)-(e),
"acoperind" fiecare interval Ip cu n + 1 puncte echidistante {ti}ni=0 (n =
500), pe care le-am considerat ca puncte de start la rezolvarea ecuaţiilor cu
metodele menţionate. Notăm cu Tp mulţimile corespunzătoare ale acestor
puncte.

Având în vedere faptul că varianta "cu bare", de reprezentare a bazinelor
de atracţie este cea care ne furnizează informaţii şi despre numărul de iter-
aţii necesar obţinerii rădăcinilor, aceasta a fost varianta adoptată în studiul
nostru.

Deasemenea, pentru exploatarea rezultatelor numerice obţinute în ex-
perimentele pe calculator realizate cu ecuaţiile şi metodele abordate, cât şi
pentru evidenţierea performanţelor fiecărei metode, am introdus următorii
indicatori:

Indicele Ariei de Convergenţă (IAC) ca fiind

IAC = Cpoints
Tpoints

unde
Cpoints=numărul de puncte de start din Tp, din care metoda converge

la o rădăcină din intervalul Ip;
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Tpoints=numărul total de puncte din Tp.

Număr Mediu de Iteraţii (NMI) ca fiind

NMI = Niter
Cpoints

unde
Niter=numărul total de iteraţii corespunzător tuturor punctelor de start

din care metoda converge la o rădăcină din intervalul Ip.

Figurile 2.11, 2.12 şi 2.13 prezintă bazinele de atracţie pentru metodele
(a)-(e), ecuaţiile f1(x) = 0, f2(x) = 0, f3(x) = 0 şi intervalele I1, I2 şi I3.

Sinteza rezultatelor numerice este prezentată în Tabelele 2.1, 2.2 şi 2.3.
Pentru generarea bazinelor de atracţie şi pentru obţinerea rezultatelor

numerice am utilizat pachetul de soft matematic Mathcad 14.0 .
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(a) metoda CN (b) metoda AN

(c) metoda HN (d) metoda MN

(e) metoda BN

Tabelul 2.1 Rezultatele numerice pentru f1(x)
metoda IAC NMI
CN 0.694 4.8
AN 0.798 3.8
HN 0.778 3.3
MN 0.784 3.8
BN 0.906 3.8

Figura 2.11 Bazinele de atracţie pentru f1(x)
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(a) metoda CN (b) metoda AN

(c) metoda HN (d) metoda MN

(e) metoda BN

Tabelul 2.2 Rezultatele numerice pentru f2(x)
metoda IAC NMI
CN 0.838 6.9
AN 0.792 4.9
HN 0.828 4.3
MN 0.814 4.5
BN 0.978 3.8

Figura 2.12 Bazinele de atracţie pentru f2(x)
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(a) metoda CN (b) metoda AN

(c) metoda HN (d) metoda MN

(e) metoda BN

Tabelul 2.3 Rezultatele numerice pentru f3(x)
metoda IAC NMI
CN 0.900 5.1
AN 0.664 3.4
HN 0.900 3.4
MN 0.726 3.4
BN 0.974 3.7

Figura 2.13 Bazinele de atracţie pentru f3(x)
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Vizualizarea "simultană" a bazinelor de atracţie corespunzătoare tuturor
celor cinci metode analizate ne permite să "observăm" empiric unele carac-
teristici ale acestor metode şi să le apreciem comparativ performanţele.

Rezultatele numerice obţinute, fundamentează următoarele concluzii privind
studiul comparativ al metodelor abordate:

1. Din Tabelele 2.1 ,2.2 şi 2.3 rezultă că metoda noastră (Bisectrice
Newton method) are cea mai largă arie de convergenţă dintre toate metodele
analizate, pentru toate ecuaţiile de test utilizate;

2. În cazul ecuaţiei f2(x) = 0, metoda noastră are şi cea mai mare
"viteză" de convergenţă, adică cel mai mic număr mediu de iteraţii nece-
sare pentru determinarea tuturor rădăcinilor acestei ecuaţii, comparativ cu
celelalte metode analizate (Vezi Tabelul 2.2);

3. Referindu-ne acum şi la celelalte metode, am putea spune că metoda
Harmonic mean Newton (HN) are cea mai bună viteză de convergenţă, iar
metoda Arithmetic mean Newton (AN) are cea mai slabă viteză de conver-
genţă.

4. Metoda Classical Newton (CN) nu o considerăm "în competiţie",
aceasta, avînd alt ordin de convergenţă şi alt indice de eficienţă, o considerăm
doar ca un etalon în analiza noastră.



CAPITOLUL 3

Bazine de atracţie pentru zerourile polinoamelor cu
coeficienţi complecşi

Un caz particular important al ecuaţiilor neliniare îl constuie deter-
minarea zerourilor polinoamelor. În acest capitol ne vom referi la aproxi-
marea zerourilor polinoamelor cu coeficienţi complecşi utilizînd cîteva metode
de tip Newton. La finalul capitolului, vom prezenta rezultatele unui studiu
comparativ al acestor metode, utilizînd bazinele de atracţie (G. Ardelean
[11]).

1. Determinarea zerourilor polinoamelor

2. Un algoritm pentru aproximarea zerourilor unui polinom

3. Bazine de atracţie ale zerourilor polinoamelor

4. Un studiu comparativ al unor metode iterative utilizînd
bazinele de atracţie

În cele ce urmează, prezentăm rezultatele unei analize comparative a
unor metode iterative de tip Newton de rezolvare a ecuaţiilor neliniare. Am
ales pentru investigaţia noastră şase astfel de metode, inclusiv metoda clasică
a lui Newton ca "etalon", şi trei polinoame cu coeficienţi complecşi, pentru
care am efectuat experimentele numerice. Rezultatele studiului constă în
ierarhizarea metodelor cercetate, din punctul de vedere al performanţelor
acestora ca timp calculator consumat, arie de convergenţă sau viteză de

20
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convergenţă. Studiul are la bază bazinele de atracţie pentru zerourile poli-
noamelor de test alese, corespunzătoare metodelor iterative analizate.

4.1. Descrierea metodelor studiate

Aici vom prezenta metodele, convergenţa lor (pentru cele a căror conver-
genţă nu a fos demonstrată anterior) precum şi programul Mathcad de gener-
are a bazinului de atracţie corespunzător fiecărei metode (după un exemplu
preluat din [42]).

Cele şase metode sunt:

(a) metoda Classical Newton (CN)

Această metodă este definită prin relaţia

(3.12) zn+1 = zn −
P (zn)
P ′(zn) , n = 0, 1, 2, . . .

Se ştie că această metodă are convergenţă pătratică, iar indicele său de
eficienţă este 2 1

2 = 1.414.
(b) metoda Arithmetic mean Newton (AN) [140]

Această metodă este definită de

(3.13) zn+1 = zn −
2P (zn)

P ′(zn) + P ′(yn) , n = 0, 1, 2, . . .

unde yn = zn − P (zn)
P ′(zn) .

Această metodă are ordinul 3 de convergenţă iar indicele său de eficienţă
este 3 1

3 = 1.442.
(c) metoda Harmonic mean Newton (HN) [107]

Metoda este dată de relaţia

(3.14) zn+1 = zn −
P (zn)(P ′(zn) + P ′(yn))

2P ′(zn)P ′(yn) , n = 0, 1, 2, . . .
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unde yn = zn − P (zn)
P ′(yn) . Această metodă are ordinul 3 de convergenţă iar

indicele său de eficienţă este 3 1
3 = 1.442.

(d) metoda Midpoint Newton (MN) [107]

Această metodă este definită de relaţia

(3.15) zn+1 = zn −
P (zn)

P ′((zn + yn)/2) , n = 0, 1, 2, . . .

unde yn = zn − P (zn)
P ′(zn) . Această metodă are ordinul 3 de convergenţă iar

indicele său de eficienţă este 3 1
3 = 1.442.

(e) metoda Halley (HM) [132]

Metoda este dată de

(3.16) zn+1 = zn −
(

1 + 1
2

Lp(zn)
1− 1

2 Lp(zn)

)
, n = 0, 1, 2, . . .

unde Lp(zn) = P ′′(zn)P (zn)
[P ′(zn)]2 . Această metodă are ordinul 3 de convergenţă

iar indicele său de eficienţă este 3 1
3 = 1.442.

(f) metoda Traub-Ostrowski (TOM) [132]

Metoda este definită prin relaţia

(3.17) zn+1 = zn −
P (yn)− P (zn)
2P (yn)− P (zn)

P (zn)
P ′(zn) , n = 0, 1, 2, . . .

unde yn = zn − P (zn)
P ′(zn) .

Această metodă are ordinul patru de convergenţă, iar indicele de efi-
cienţă este 4 1

3 = 1.587.
Conform conjecturii Kung-Traub, o metodă are ordin de convergenţă

optimal dacă acesta este egal cu 2d−1 , şi are indice de eficienţă optimal
dacă acesta este egal cu 2(d−1)/d, unde d este numărul de funcţii de evaluat
la fiecare iteraţie.

Deci, această metodă are ordinul optimal 4 = 23−1 (în acest caz d = 3,)
şi are indice de eficienţă optimal 4 1

3 = 2 2
3 .
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4.2. Programele Mathcad pentru generarea bazinelor de
atracţie

4.3. Rezultate numerice

Polinoamele de test utilizate în analiza noastră sunt:
1) P1(z) = z7−1, ale cărui zerouri sunt: 1, 0.623±0.782i, −0.223±0.975i,

−0.901± 0.434i. Acest exemplu este utilizat şi în [130].

2) P2(z) = z8 + (1 + 8i)z7 + (−22 + 27i)z6 + (−105 + 70i)z5 + (−271 +
185i)z4 + (−346 + 872i)z3 + (1282 + 1658i)z2 + (3060− 2820i)z − 3600.

Zerourile acestui polinom sunt: 1, 1 + i, 2i, −2 + 2i, −3, −3− 3i, −5i,
5−5i (aranjate "în spirală", după cum se poate observa în Figura 3.3). Acest
exemplu este preluat din [42].

3) P3(z) = z3 + (2− 3i)z2 − (5 + 5i)z − 8− 12i, ale cărui zerouri sunt:
−3 + 2i, −1− i, 2 + 2i.

În analiza noastră, pentru polinoamele de test P1(z), P2(z) şi P3(z)
am ales domeniile dreptunghiulare din planul complex, D1, D2 şi respectiv
D3 după cum urmează: D1 = [2, 2] × [−2, 2]; D2 = [−15, 20] × [−20, 15];
D3 = [−300, 300] × [−300, 300]. În fiecare din aceste cazuri, domeniul
ales conţine toate zerourile polinomului corespunzător. Pentru generarea
bazinelor de atracţie, am utilizat pachetul de soft matematic Mathcad 14.0
şi un calculator laptop, DELL Inspiron 1501, 1.6 GHz.

Bazinele de atracţie pentru zerourile polinoamelor de test, corespunză-
toare metodelor analizate sunt prezentate în continuare:
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(a) metoda Classical
Newton (CN)

(b) metoda Arithmetic mean
Newton (AN)

(c) metoda Harmonic mean
Newton (HN)

(d) metoda Midpoint Newton (MN)

(e) metoda Halley (HM) (f) metoda Traub-Ostrowski (TOM)
Figura 3.4 Bazinele de atracţie pentru polinomul P1(z)
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(a) metoda Classical
Newton (CN)

(b) metoda Arithmetic mean
Newton (AN)

(c) metoda Harmonic mean
Newton (HN)

(d) metoda Midpoint Newton (MN)

(e) metoda Halley (HM) (f) metoda Traub-Ostrowski (TOM)
Figura 3.4 Bazinele de atracţie pentru polinomul P2(z)
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(a) metoda Classical
Newton (CN)

(b) metoda Arithmetic mean
Newton (AN)

(c) metoda Harmonic mean
Newton (HN)

(d) metoda Midpoint Newton (MN)

(e) metoda Halley (HM) (f) metoda Traub-Ostrowski (TOM)
Figura 3.4 Bazinele de atracţie pentru polinomul P3(z)
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Vizualizrea simultană a bazinelor de atracţie pentru toate metodele anal-
izate, corespunzătoare unui polinom de test, ne permite să apreciem, chiar
şi empiric, care metodă este mai performantă, şi care metodă este mai puţin
performantă, atît din puntul de vedere al ariei de convergenţă, (suprafaţă
albă mare înseamnă arie redusă de convergenţă), cît şi din punctul de vedere
al "vitezei" de convergenţă (suprafaţă roşie mare înseamnă număr mare de
iteraţii, şi deci viteză redusă de convergenţă).

Rezultatele numerice propriu-zise ale studiului nostru sunt concentrate
în următoarele trei diagrame sugestive, care furnizează informţii privitoare
la performanţele fiecărei metode iterative, pentru fiecare polinom de test P1,
P2 şi P3.

Figura 3.7 Timpul calculator necesar pentru generarea bazinelor de
atracţie (Newton=1)
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Figura 3.8 Număr mediu de iteraţii pentru punctele de convergenţă

Figura 3.9 Număr de puncte de convergenţă / Număr total de puncte de
start
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În aceste diagrame metodele iterative analizate sunt identificate astfel:
CN – metoda Classical Newton
AN – metoda Arithmetic mean Newton
HN – metoda Harmonic mean Newton
MN – metoda Midpoint Newton
HM – metoda Halley
TOM – metoda Traub-Ostrowski

4.4. Concluzii

În fiecare din diagramele precedente, am inclus pentru fiecare metodă,
cîte o bară verde, corespunzătoare mediei valorilor prezentate pentru cele
trei polinoame de test, P1, P2 şi P3. Aceasta ne arată că cea mai perfor-
mantă dintre toate metodele analizate, din toate punctele de vedere, este
metoda Traub-Ostrowski. Este normal să se întîmple aşa, deoarece această
metodă are cel mai mare indice de eficienţă, care este 1.587, şi care este un
indice de eficienţă optimal. Menţionăm şi faptul că, dintre toate metodele
analizate, metoda Traub-Ostrowski este singura metodă cu ordinul patru de
convergenţă. Din grupul metodelor cu ordinul trei de convergenţă (AN, HN,
MN şi HM), deducem că cea mai performantă este metoda Halley (HM)
(este cea mai bună atît ca timp calculator, cît şi ca arie de convergenţă).
Metoda Arithmetic mean Newton (AN) pare a fi cea mai "slabă" din toate
punctele de vedere.

Menţionăm faptul că metoda Classical Newton (CN) nu este inclusă în
"competiţie", aceasta fiind utilizată doar ca un etalon pentru compararea
celorlalte metode.

Rezultatele studiului nostru le-am publicat în (G. Ardelean [14]).



CAPITOLUL 4

Proprietăţi topologice ale bazinelor de atracţie

1. Preliminarii topologice

2. Topologia stângă asociată unei relaţii de cvasiordine

3. Caracteristici topologice ale bazinelor de atracţie

Fie f : I ⊆ R→ R derivabilă, f ′(x) 6= 0 ∀x ∈ I, şi fie F : I ⊆ R→ R o
metodă iterativă de rezolvare a ecuaţiei f(x) = 0.

Fie α ∈ I o rădăcină a ecuaţiei f(x) = 0.
Dacă pentru x0 ∈ I şirul dat de relaţia

(4.18) xn = F (xn−1), n = 1, 2, . . .

converge la α, atunci spunem că x0 aparţine bazinului de atracţie al rădăcinii
α. Bazinul de atracţie al rădăcinii α este:

B(α) =
{
x0 ∈ I/ şirul dat de (4.18) converge la α

}
În cazul metodei lui Newton avem

(4.19) F (x) = x− f(x)
f ′(x) .

Pe mulţimea B(α) definim următoarea relaţie:

(4.20) x, y ∈ B(α), x ≺ y < def⇐⇒ ∃ k ∈ N astfel încât y = F k(x)

sau, altfel spus, y se poate obţine prin iteraţii ale metodei F , pornind
din x.
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Prin F k(x) am notat (F ◦ F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸
k ori

)(x).

Relaţia ≺ are următoarele proprietăţi:
a) este reflexivă, pentru că x ≺ x conform definiţiei, pentru k = 0;
b) este tranzitivă, adică,

x, y, z ∈ B(α), x ≺ y şi y ≺ z ⇒ y ≺ z.

Relaţia ” ≺ ” este o relaţie de cvasiordine (preordine) pe mulţimea B(α).
În cele ce urmează vom considera spaţiul topologic (B(α), J≺) înzestrat

cu topologia stângă asociată relaţiei ≺.
În acest caz, baza spaţiului topologic o constituie mulţimile

Ow =
{
v ∈ B(α)/v ≺ w

}
.

În cele ce urmează, vom prezenta unele aspecte ale structurii topologice
introdusă de către noi, referindu-ne la un exemplu concret.

Fie funcţia f : [0.8, 6.2]→ R.

(4.21) f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)

Este limpede că zerourile funcţiei (4.21) sunt 1, 2, 3, 4, 5 şi 6.
O vizualizare a bazinelor de atracţie pentru zerourile funcţiei (4.21) şi

intervalul [0.8, 6.2] este prezentată în Figura 4.1 .
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Figura 4.1. Bazinele de atracţie pentru zerourile funcţiei (4.21)

Ca exemplu, am considerat punctul de start x0 = 4.44 şi am determinat
următoarele cinci puncte generate prin funcţia de iteraţie (4.19):

x1 = F (x0) = 3.63448 x2 = F (x1) = 4.39176 x3 = F (x2) = 3.80975
x4 = F (x3) = 4.03653 x5 = F (x4) = 4.00031.
După cum se poate observa în Figura 4.1, punctul x1 poate fi obţinut

printr-o iteraţie Newton din punctele x0 = 4.44, y = 2.52345 şi z = 5.6169.
Astfel, avem x1 = F (x0), x1 = F (y) ş x1 = F (z). Am determinat

deasemenea punctele u, v şi w astfel încât x2 = F (u), x3 = F (v) şi x4 =
F (w), unde u = 2.48227, v = 5.61186 şi w = 2.49599.

Pentru punctele x0, x1, x2, x3, x4, x5, y, z, u, v, w şi pentru rădăcina α =
4, am reprezentat următoarea schemă de structură arborescentă:

Figura 4.2. O structură arbore pe bazinul de atracţie al lui α

Despre punctele x0, x1, x2, x3, x4, x5, . . . putem spune că se află în bazinul
de atracţie de bază a rădăcinii α, notat B∗(α), şi despre punctele y, z, u, v, w
spunem că se află în bazinul de atracţie extins al lui α, notat B(α). Dintre
predecesorii "direcţi" ai fiecărui element (dacă există mai mult de unul) se
reţine doar cel mai apropiat de rădăcina α iar restul se elimină. În acest fel,
bazinul de bază se reduce la şiruri disjuncte, convergente la α. Putem spune
că B∗(α) este cel mai mare interval care-l conţine pe α şi B∗(α) ⊆ B(α).
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Revenind la spaţiul topologic (B(α), J≺), putem să reprezentăm pe baz-
inul de atracţie . B(α) următoarea structură arborescentă:

Figura 4.3. Structură arbore pe bazinul de atracţie B(α)

În acest arbore nodurile sunt elemente din B(α) (se poate ajunge de la
orice nod la α printr-un număr finit de iteraţii ale metodei F .

De exemplu, în structura arbore de mai sus, avem u ≺ x (deoarece
x = F (u)), v ≺ w (deoarece w = F (F (v))) şi aşa mai departe. În acelaşi
timp, elementele u şi v, de exemplu, sunt necomparabile.

Se consederă că t ≺ α pentru orice t ∈ B(α) şi că α ∈ B(α).
În Figura 4.3, mulţimile delimitate prin cercuri sunt exemple de mulţimi

deschise în spaţiul topologic (B(α), J≺), iar mulţimea încadrată de poligon
este un exemplu de mulţime închisă.

Fie B reuniunea tuturor bazinelor de atracţie ale rădăcinilor ecuaţiei
f(x) = 0 din intervalul I, şi fie (B, τ≺) spaţiul topologic cu topologia stângă
asociată relaţiei de cvasiordine ≺ definită de (4.20) pe B.

Câteva proprietăţi ale acestei topologii sunt prezentate prin următoarea
teoremă:

Teorema 4.3.3. (G. Ardelean) 1. Spaţiul topologic (B(α), J≺) este spaţiu
conex.

2. Spaţiul topologic (B(α), J≺) este spaţiu compact.
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3. Restricţia aplicaţiei (metodei) F la B(α) este o aplicaţie continuă

F : B(α) −→ B(α)

în sensul topologic.
4. Spaţiul topologic (B, J≺) este compact dar nu este conex. Singurele

mulţimi conexe din acest spaţiu sunt bazinele de atracţie ale rădăcinilor
ecuaţiei f(x) = 0.

Un spaţiu topologic conex şi compact se numeşte continuum [68]. Con-
form proprietăţilor 1 şi 2, rezultă că spaţiul topologic (B(α), J≺) este un
continuum.
Prezentăm în continuare câteva consideraţii referitoare la cazul bazinelor de
atraţie pentru zerourile funcţiilor complexe.

Fie

(4.22) f : D ⊆ C → C

o funcţie complexă olomorfă (derivabilă) pe un domeniu dreptunghiular D
din planul complex, care conţine toate rădăcinile ecuaţiei f(x) = 0.

Toate proprietăţile spaţiului topologic (B(α), J≺) sunt valabile şi în cazul
funcţiilor complexe.

Ca un exemplu, în acest caz considerăm funcţia

(4.23) f(x) = z4 + 1

difinită pe domeniul D = [−10, 10]× [−10, 10].

În Figura 4.4 este prezentat bazinul de atracţie al rădăcinii α =
√

2
2 +

√
2

2 i (' 0.707 + 0.707i).
În acest caz funcţia de iteraţie F este

(4.24) F (z) = z − f(z)
f ′(z)

unde funcţia f este dată de relaţia (4.23).
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În G. Ardelean[10] prezentăm un program Pascal pentru generarea
bazinelor de atracţie ale rădăcinilor polinoamelor cu coeficienţi complcşi pen-
tru metoda lui Newton.

Polinomiografia este tehnologia vizualizării bazinelor de atracţie ale rădăcinilor
polinoamelor cu coeficienţi complecşi, dezvoltată de B. Kalantari în [7].

Constatăm o asemănare (şi din punct de vedere vizual) între spaţiul
topologic (B(α), J≺) şi spaţiul topologic cunoscut sub numele de Cercelul
Hawaiian (Hawaiian rings), care este deasemenea un continuum [116, 68].
Asocierea între Figura 4.4 şi Figura 4.5 este cât se poate de relevantă.

Spaţiul topologic Cercelul Hawaiian, în topologia algebrică, este sub-

spaţiul X ⊂ R2 care este reuniunea cercurilor Cn de rază
1
n

şi centru
( 1
n
, 0
)

pentru n = 1, 2, . . . .

Figura 4.4. Bazinul de atracţie al

rădăcinii α =
√

2
2 +

√
2

2 i

Figura 4 5. Cercelul Hawaiian

Prin studiul topologiei construită de noi pe bazinele de atracţie, realizăm
o conexiune între două domenii aparent total diferite, Topolgia şi metodele
iterative de rezolvare a ecuaţiilor neliniare. Considerăm că cercetarea poate
continua, pentru obţinerea altor rezultate interesante.



CAPITOLUL 5

Aplicaţia "Interactiv Bazin" pentru bazinele de atracţie

1. Descrierea aplicaţiei

Aplicaţia "Interactiv Bazin", permite generarea pe calculator a bazinelor
de atracţie pentru metoda lui Newton la polinoamele cu coeficienţi complecşi,
precum şi o utilizare interactivă, în sensul că pe parcursul execuţiei sale se
pot obţine o serie de informaţii specifice problemei abordate.

După introducerea datelor solicitate, se vor trasa pe ecranul monitorului
bazinele de atracţie ale rădăcinilor polinomului, corespunzătoare metodei lui
Newton.

Utilizatorul poate apoi solicita informaţii despre orice punct din dome-
niul stabilit, prin simpla selectare a unui astfel de punct de pe ecranul grafic
al monitorului cu ajutorul mouse-ului (clic stânga de mouse pe punct). In-
formaţiile se referă la:

- coordonatele din planul real corespunzătoare punctului selectat;
- rădăcina la care metoda lui Newton converge, pornind din punctul

selectat, şi numărul corespunzător de iteraţii (dacă metoda converge din
acel punct);

- mesajul "NU CONVERGE", dacă metoda diverge din acel punct;
- valoarea polinomului în punctul selectat;
- valoarea la care se ajunge din punctul selectat printr-o iteraţie Newton

la polinomul precizat;

36
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O parte din aceste informaţii, sunt vizualizate pe ecran prin intermediul
unor elemente dinamice implementate în aplicaţie (cursori cu semnificaţie
dedicată), după cum se descrie în secţiunea Bazine de atracţie CULOR I /
NUMĂR DE ITERAŢII.

1.1. Planul complex şi ecranul grafic

1.2. Introducerea datelor

1.3. Bazine de atracţie CULORI / NUMĂR DE ITERAŢII

Figura 5.3 ilustrează elementele de bază ale aplicaţiei Interactiv Bazin.
Zonele albe reprezintă punctele din care metoda lui Newton pentru poli-

nomul dat nu converge.

Figura 5.3. Bazinul de atracţie pentru polinomul P1(z)

Se evidenţiază pe ecran următoarele elemente:
3 cursori, astfel
- Cursorul mouse-ului :
care punctează la un moment dat pe un pixel din ecran, asociat cu o

valoare z din domeniul complex precizat la introducerea datelor;
- Cursorul "ingeraş" :
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care evidenţiază poziţia corespunzătoare lui z1 reprezentând următoarea
iteraţie Newton pentru polinomul dat.

Cursorul "drăcuşor" :
care evidenţiază poziţia pe ecran a imaginii valorii lui P (z), de cele mai

multe ori invizibilă datorită valorilor mari ale lui P (z), înafara domeniului
dat;

- La baza ecranului sunt afişate valorile lui z, P (z) şi z1, care se actual-
izează în funcţie de poziţia pe ecran a cursorului mouse-ului.

1.4. Bazine de atracţie CULORI / RĂDĂCINI

În Figura 5.6 sunt vizualizate bazinele de atracţie ale metodei lui New-
ton pentru polinomul P1(z). Zona verde, de exemplu, reprezintă punctele
din care iteraţiile Newton converg la rădăcina z = −0.809 + 0.588i, iar zona
albastră reprezintă punctele din care iteraţiile Newton converg la rădăcina
z = 0.

Figura 5.6 Culorile sunt asociate rădăcinilor

Zonele de culoare albă reprezintă punctele de divergenţă ale metodei lui
Newton pentru polinomul analizat.
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Un exemplu este evidenţiat în Figura 5.7, unde se poate vedea şi mesajul
corespunzător afişat : "NU CONVERGE".

Figura 5.7 Zonele albe reprezintă punctele de divergenţă

La acţionarea butonului "EXIT" se afişează ecranul cu valorile rădăcinilor
polinomului, dupa care se iese din aplicaţie.

În G. Ardelean [9] am prezentat un algoritm şi un program Pascal
pentru determinarea rădăcinilor reale şi complexe ale unui polinom, iar înG.
Ardelean[12] am prezentat aplicaţia de vizualizare a bazinelor de atracţie
pe calculator.



ANEXA - programe Mathcad şi Pascal

Programe Mathcad pentru generarea bazinelor de atracţie

Programe sursă Pascal

Programul NEWTONPOL

Procedura Newton

Secvenţa de program Pascal care determină rădăcinile
polinomului şi generează bazinele de atracţie CULORI /

NUMĂR DE ITERAŢII

Secvenţa de program Pascal care generează bazinele de
atracţie CULORI / RĂDĂCINI

Unit-ul Ucomplex
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