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Introducere

Istoric

Fara indoiala, rezolvarea ecuatiilor neliniare reprezinta un capitol im-
portant in analiza numerica.

Primul rezultat remarcabil in acest domeniu il reprezinta binecunoscuta
metodd a lui Newton(1643-1727), prezentatd de autor in lucrarea Method
of Fluzions [100], elaborata in anul 1671, dar publicatd abia in anul 1736,
dup# decesul autorului. In aceasts lucrare, Newton descrie metoda sa (intr-o
forma mult mai sofisticata decit cea cunoscutd azi), prezentand, ca exemplu,
determinarea radicinii reale a ecuatiei 3 — 22 — 5 = 0 si aratand c& aceasta
se afla Intre 2 si 3.

In anul 1690, Raphson(1648-1715) publica lucrarea Analysis aequationum
universalis [123], in care prezind metoda lui Newton pentru aproximarea
radacinilor unei ecuatii intr-o forma mai simplificata decat cea a lui Newton.
Se pare ca Raphson a fost printre putinele persoane carora Newton le-a per-
mis si vada lucrarile sale de matematici (a se vedea biografia lui Raphson
la [104]).

Desgi cunoscuta gi sub numele de Newton-Raphson, forma actuala a
metodei, conform lucrarii lui N. Kollerstrom, Thomas Simpson and 'New-

ton’s method of approximation’: an enduring myth [84], ar apartine lui T.
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Simpson, care a publicat-o In anul 1740 in lucrarea Fssays ... on Mathemat-
ics [129].

In lucrarea sa Historical note on Newton-Raphson method of approzi-
mation, publicatd in anul 1911 [31], Florian Cajori, cunoscut autor al unor
lucrari de istoria matematicii, prezinta unele consideratii interesante despre
"soarta" metodei lui Newton. Printre altele, arata ca prima varianta tiparita
a acestei metode apare in capitolul 94 al lucrararii lui Wallis, Algebra, pub-
licata la Londra in anul 1685.

Dupa demonstrarea de catre Kantorovich, in anul 1948, a convergentei
patratice a metodei lui Newton pe spatii Banach [78], metoda mai apare in
literatura de specialitate gi sub numele de metoda Newton-Kantorovich.

Indiferent de eventuale controverse existente, cert este ca, dupa pionier-
atul metodei lui Newton, a urmat aparitia In domediu, a altor metode de
aproximare faimoase, ca si numele autorilor lor dealtfel, cum ar fi: Euler si
Chebyshev [128], Halley [65], [66], Kantorovich [78], Ostrowski [105], [106].

Cronologic, a urmat aparitia in domeniu a unei multitudini de lucrari
prezentand fie metode noi, fie imbunatatiri ale metodelor existente, instituindu-
se o adevarata competitie in ceea ce priveste cresterea ordinului de conver-
gentd si/sau a indicelui de eficienta.

Amintim aici doar o parte din aceste lucrari cum ar fi: S. Weerakcoon
si T. G. I. Fernando [140], T. Yamamoto [143],J. M. Gutiérez i M. A.
Hernéndez [64], S. Abbasbandy [1], S. Amat si colaboratorii [5], I. K. Argy-
ros [19}, 20, 21], A. Y. Ozban [107], H. H. H. Homeier [71], autorii chinezi
foarte "productivi " in domeniu C. Chun [39), 41}, [40], J. Kou si colaboratorii
[85], (87, 188, [89] [86], Y. Ham si colaboratorii [67], Z. Xiaojian [142], apoi
lucrarile elaborate de catre M. A. Noor si colaboratorii [102}, 101, [103] sau
cele ale sotilor Ljiljana si Miodrag Petkovi¢ [113), 111, 112}, 57] si multe
altele.

Referindu-ne acum la monografii importante in domeniu, putem con-
semna volumele autorilor: J. F. Traub [132], A. M. Ostrowschi [105], 106/,
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A. Householder [72], W. Gautschi [62], C. T. Kelley [82} 1], D. Kincaid
si W. Cheney [83], 1. K. Argyros gi F. Szidarovszky [22], sau lucrari ale
autorilor romani precum G. Coman [49], St. Maruster [98] (99, [96], [97],
V. Berinde [26) 27, 25, 28, [29], E. Citinas [36, 37, 135, 34, 33], O. Cira
[43], [45], [44], [47], [46], A. Diaconu [54}, [55], O. Agratini si colaboratorii [2],
I. Pavaloiu [119, 118, 120}, 121], A. Lupas [93].

Structura tezei

Teza este structurata pe cinci capitole gi o anexa ale caror continut este
prezentat in continuare.

Capitolul 1 cuprinde unele notiuni gi rezultate preliminare matematice,
utilizate n prezentarea rezultatelor ulterioare. Este prezentata apoi, metoda
lui Newton pentru aproximarea radacinilor unei ecuatii neliniare, generarea
acesteia prin diferite metode, gi cateva variante de demonstratie a conver-
gentei metodei.

In Capitolul 2 sunt prezentate citeva metode de tip Newton pentru
rezolvarea ecuatiilor neliniare, gi este introdusa o noua metoda de acelasi
tip, proprie autorului. Sunt prezentate, deasemenea, doua variante noi de
vizualizare a bazinelor de atractie ale radacinilor ecuatiilor neliniare, pen-
tru metode iterative de rezolvare. In finalul capitolului este prezentat un
studiu comparativ al unor metode iterative, incluzind si metoda personala a
autorului, studiu bazat pe bazinele de atractie aferente acestor metode.

Capitolul 3 este rezervat prezentarii metodelor iterative si a bazinelor de
atractie pentru zerourile polinoamelor cu coeficienti complecgi. Este prezen-
tat, deasemenea, un studiu comparativ al metodelor abordate, bazat pe
bazinele de atractie.

Capitolul 4 cuprinde unele rezultate ale studiului unei structuri topo-
logice, introdusa de catre autor, pe bazinele de atractie aferente metodelor

iterative de rezolvare a ecuatiilor neliniare.
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In Capitolul 5 este prezentati o aplicatie practici cu caracter interactiv,
pe calculator, elaborata de catre autor, prin care se evidentiaza o serie de el-
emente specifice ale bazinelor de atractie pentru metoda lui Newton aplicata
la polinoamele cu coeficienti complecsi.

Anexa contine programele Mathcad si Pascal utilizate pentru generarea

bazinelor de atractie sau pentru determinarea radacinilor polinoamelor.

Contributii personale

Prezentam mai jos cele mai relevante contributii (rezultate) personale

ale autorului:

1. Introducerea, in premierd, a doud variante de vizualizare a bazinelor

de atractie pentru raddcinile reale ale ecuatiilor neliniare, G. Ardelean [13].

2. Introducerea (definirea) unei noi metode iterative de tip Newton pen-
tru rezolvarea ecuatiilor neliniare, cu o foarte largd arie de convergentd,

comparativ cu alte metode similare cunoscute, G. Ardelean [14].

3. Demonstrarea convergentei unor metode iterative utilizand calculul
simbolic in Mathematica si Maple, G. Ardelean [18|, 17 [15].

4. Elaborarea programelor de generare a bazinelor de atractie, G. Arde-
lean [10].

5. Realizarea unui studiu comparativ al unor metode de rezolvare a
ecuatitlor neliniare utilizand bazinele de atractie ale raddcinlor - cazul ecuati-
ilor in R, G. Ardelean [14].
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6. Realizarea unui studiu comparativ al unor metode iterative de deter-
minare zerourilor polinoamelor cu coeficienti complecsi, utilizand bazinele de
atractie, G. Ardelean [11].

7. Enuntarea si demonstrarea unor proprietdti ale topologiei stangi aso-

ciatd unei relatii de cvasiordine, G. Ardelean [8), [7].

8. Introducerea unei structuri topologice pe bazinele de atractie si demon-

strarea unor proprietdti ale acestei topologii, G. Ardelean [16].

9. FElaborarea unui program pentru vizualizarea bazinelor de atractie $i
evidentierea altor elemente specifice, cu utilizare interactivd, G. Ardelean
[12].

10. Crearea unui DVD anexat tezei, care confine teza in format carte
electronicd, aplicatia interactivd pentru bazine de atractie Tmpreund cu in-

structiunile de utilizare.

Multumiri

Multumim domnului Prof. Univ. dr. Ion Pavaloiu pentru atenta coor-
donare de care am beneficiat pe tot parcursul elaborarii prezentei teze.

Multumim domnului Prof. Univ. dr. Vasile Berinde pentru obsevatiile
pertinente exprimate in legatura cu prezentarea unor rezultate.

Multumirile noastre se cuvin, deasemenea, colegului Lector Univ. dr.

Andrei Horvat-Marc, pentru sprijinul acordat la tehnoredactarea tezei.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Acest capitol cuprinde unele rezultate matematice gi concepte funda-
mentale care vor fi utilizate in prezentarea rezutatelor din cadrul tezei. In

prezentarea acestui capitol am utilizat rezultate din [2], [62] [83], 119] 132].

1. Rezultate preliminare, concepte fundamentale si notatii
2. Metoda lui Newton pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare

2.1. Generarea metodei lui Newton prin interpolare inversa
2.2. Interpolarea inversa
2.3. Generarea metodei lui Newton pe cale grafica
2.4. Convergenta metodei lui Newton
2.5. Estimarea apriori a erorii
2.6. Estimarea aposteriori a erorii

2.7. Alte demonstratii ale convergentei metodei lui

Newton

3. Metoda lui Newton pentru sisteme de ecuatii neliniare



CAPITOLUL 2

Bazine de atractie pentru radacinile reale ale ecuatiilor

neliniare

In acest capitol se prezintd cele mai relevante metode de tip Newton
pentru rezolvarea ecuatiei neliniare f(x) = 0, inclusiv unele recent publicate,
precum si o metoda proprie a autorului tezei, metoda Bisectrice-Newton.

In cele ce urmeazi, ne vom referi la metoda lui Newton prin Classical
Newton (CN), iar pentru metodele de tip Newton prezentate vom utiliza

denumirile gi abrevierile consacrate in literatura de specialitate.

1. Metode de tip Newton pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare

1.1. Metoda Arithmetic mean Newton(AN)
1.2. Metoda Harmonic mean Newton(HN)
1.3. Metoda Midpoint Newton (MN)
1.4. O noua metoda, metoda Bisectrice Newton (BN)

Aceastd metodd am introdus-o noi, G. Ardelean[14], si este data de

urmatoarea schema de calcul:

f'(@n) + f'(yn)

2.1 Tptl1 = Tp — T ,
B et = o0 = T ) G )+ L+ P F P — 1
unde
(2.2) Yn = Tp — f(@n) ., n=0,1,2, ...
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Aceasta metoda are ordinul 3 de covergenta iar indicele de eficienta este
33 = 1.442. Meritul metodei noastre constd in faptul ca are o arie mult mai
largd de convergentd comparativ cu alte metode similare (cu acelagi ordin
de convergenta si acelagi indice de eficientd), fapt ce se va vedea prin analiza
comparativa prezentata la finalul acestui capitol.

Consideram graficul:

fxn.f{xn)

Xr;n yﬂ Xn
Figura 2.4 Interpretarea geometrica a metodei BN

Vom considera bisectoarea unghiului format de tangentele la graficul

functiei f in punctele (z,, f(zn)) si (yn, f(yn)), unde

Fie ¢ si respectiv 6 unghiurile formate de aceste tangente cu axa Ox.
Avem tgp = f'(z,), tg6 = f'(yn). Vom calcula tangenta unghiului format

de bisectoare cu axa Ox gi avem:

@o+60 1—cos(p+0) 1—cospcosb+sinpsind
2 sin(p+6)  sinpcosf +sinfcosyp

 pes L8080 tgoted+ /(1 + g2 0)(1 +1820) — 1

o tgo +tgl tgp +tgd

tg
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Paralela la bisectoare dusa prin punctul (x,, f(z,)) intersecteaza axa
Oz in z,11. Avem
flw) F () (tg 0 + t0)
gt " tetgf+ V(g7 9)) (1 +tg70) — 1

Rezulta deci relatia:

T+l = Tn —

F'(n) + £'(wa) .
F@) ) + VO @)+ P —1

1.5. Convergenta metodei Bisectrice Newton

Tn+1 = xn_f(xn)

Pentru demonstrarea convergentei metodei Bisectrice Newton vom uti-

liza urmatoarea teoremas:
Teorema 2.1.1. [62] Iteratia de punct fix
(2.3) Tnt1 = Flxy,), n=0,1,2,...

are ordinul de covergentd p dacd F este suficient diferentiabild pe un interval

care-l contine pe o, un punct fiz al lui F si satisface conditiile
(2.4) Flla)=F%()=---=F*PY)=0si FP(a)#£0.

Convergenta metodei Bisectrice Newton rezultd din urméatoarea teo-

rema:

Teorema 2.1.2. (G. Ardelean [14]) Fie o € I un zero simplu al unei
functii

f: I — R, unde I este un intervalul deschis. Daca f este suficient diferenti-
abild pe o vecindtate a lui « si valoarea initiald xo este suficient de apropiatd
de «, atunci metoda definitd de relatiile st are ordinul 3 de con-
vergenta st ecuatia erorii corespunzatoare este

(2.5) %H—<f+§)ﬁ+m¢%

unde
1

T+l
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Pentru obtinerea rezultatelor, am utilizat pachetul de soft matematic
Maple 12.0.

2. Bazine de atractie pentru radacinile reale ale ecuatiilor

neliniare

Cazul faimoaselor imagini fractale ale bazinelor de atractie pentru zer-
ourile polinoamelor cu coeficienti complecsi este deja binecunoscut.

In cele ce urmeazi, vom prezenta doud variante, G. Ardelean([13], de
vizualizare a bazinelor de atractie pentru cazul radacinilor reale ale ecuatiilor
neliniare, corespunzatoare diferitelor metode iterative de tip Newton, con-
siderind c& aceasta cunstituie si o premiera in evidentierea grafica a acestor
bazine de atractie, chiar daca aceste imagini nu sunt la fel de "spectaculoase"

ca si In cazul complex.

2.1. Unele rezultate "ciudate"?
2.2. Generarea si vizualizarea bazinelor de atractie

Pentru prezentarea variantelor noastre de vizualizare a bazinelor de
atractie ale radacinilor unei ecuatii neliniare pe un interval, vom reveni la

metoda Newton clasicd, (Clasical Newton’s method (CN)), definita de

f(an)’
unde f : I — R este o functie derivabila. Fie « este o radacina a ecuatiei
f(x) = 0, adicd f(a) = 0. Se stie ca dacd f/'(«) # 0, xg este suficient de

apropiat de « gi In anumite conditii, sirul {x, }>2, converge la a.

(2.6) Tpt1 = Tp — n=0,1,2,...

Aplicatia
f(x)
T —
f'(x)
se numeste Functie Iterafie (F.I.) a metodei definitd de (2.6)).

(2.7) Flz) =
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Fie zg € [a,b]. Daca pornind din punctul de start zq sirul generat de
relatia converge la « atunci se spune ca g este atras de catre radacina
a.

Bazinul de atractie pentru radacina « si Functia de Iteratie F' este mul-
timea tuturor punctelor de start xg € [a, b], care sunt atrase de cétre a.

Pentru exemplificarea variantelor de vizualizare a bazinelor de atractie
introduse de cétre noi, vom utiliza metoda Classical Newton (CN) aplicata

pentru rezolvarea ecuatiei neliniare, f;(z) = 0, unde

(2.8) f1:[-8,8 = R, fi(z) = 2xsinx — 2
Rédacinile ecuatiei fi(z) = 0 in intervalul I; = [—8, 8] sunt:

—6.439; —2.773; —1.114; 1.114; 2.773 si 6.439,

Prezentam in continuare doud variante de vizualizare grafica a bazinelor
de atractie ale radacinilor reale ale ecuatiilor neliniare.

a) Varianta "sinusoidala" de reprezentare a bazinelor de atractie

Pentru a reprezenta, de exemplu, bazinele de atractie pentru radacinile
ecuatiei f1(z) = 0 pe intervalul I; = [—8, 8] utilizind metoda Classical New-
ton (CN)), "acoperim" (discretizdm) intervalul I; cu n+1 puncte echidistante
{ti}1o (in cazul nostru n = 500,ty = —8 si t500 = 8). Rezolvdm ecuatia
(2.8) pentru fiecare punct de start xg dintre aceste puncte.

Daca zg genereaza o radacind « a ecuatiei, o € I1, cu o aproximatie
e = 107% in maximum 14 iteratii, atunci desenim o linie intre punctele
(20,0) si (xo, f1(zg)) cu o culoare asociata radéacinii a.

Daca x¢ nu este atras de céatre nici o radacind o € Iy, atunci nu se
deseneaza nimic. Astfel, regiunile albe semnifica faptul ca acolo metoda nu

converge la nici o radacina din ;.
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X0

-8 -6.4 —42 -32 -1é a 18 32 48 6.4 2

Figura 2.6 Reprezentarea "sinusoidala' a bazinelor de atractie pentru

metoda ClassicalNewton si ecuatia fi(x) =0

Pentru generarea bazinelor de atractie am utilizat pachetul de soft matem-
atic Mathcad 14.0 .

a) Varianta cu "bare" de reprezentare a bazinelor de atractie

Pentru a reprezenta, de exemplu, bazinele de atractie pentru radacinile
ecuatiei fi(z) = 0 pe intervalul I; = [—8, 8] utilizind metoda Classical New-
ton (CN), "acoperim" (discretizdm) intervalul I3 cu n+1 puncte echidistante
{t:}1~o (in cazul nostru n = 500,ty = —8 si t500 = 8). Rezolvdm ecuatia
pentru fiecare punct de start o dintre aceste puncte.

Daca xg genereaza o radacina « a ecuatiei, a € I;, cu o aproximatie
e =107 in k < 14 iterations, atunci desendm x¢ o "bara" (linie) verticala
de marime k si o culoare asociata radacinii a.

Daca xy nu este atras de catre nicio radacina o € I, atunci desenam in
o 0 "bara" verticala de culoare rogie sub axa Ox.

De fapt, In acest caz, xgy este atras de catre o radacina aflatd inafara

intervalului I; (ecuatia fi(x) = 0 are o infinitate de radacini!).
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S B ALl o O 6040 D b

-1

Numer of iterations

\
J/ A
hY

/ f
/ \ /
-l L\ N/

14 1 L L 1 1 1 L 1 1
-8 -6.4 =48 3.2 -14 o 14 32 4% &4 8
Interval

Figura 2.7 Reprezentarea cu "bare" a bazinelor de atractie pentru metoda

Classical Newton gi ecuatia fi(z) =0

Aceasta varianta de vizualizare grafica a bazinelor de atractie este mult
mai relevanta decit varianta "sinusoidala" deoarece evidentiaza gi numarul de
iteratii corespunzatoare fiecarei valori de start xy din intervalul I;. Astfel,
utilizind aceasta varianta de reprezentare pentru bazinele de atractie, putem
sa comparam performantele unor metode iterative de rezolvare a ecuatiilor

neliniare.

2.3. Un studiu comparativ al unor metode iterative utilizind

bazinele de atractie

Pentru evidentierea performantelor metodei noastre (Bisectrice Newton
(BN)) de rezolvare a ecuatiilor neliniare, comparativ cu alte metode similare,
am ales in analiza noastra metodele:

(a) Classical Newton (CN)

(b) Arithmetic mean Newton (AN)
(¢) Harmonic mean Newton (HN)
(d) Midpoint Newton (MN)
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(e) Bisectrix Newton (BN)
descrise In acest capitol. Pentru compararea metodelor (a)-(e), am consid-
erat ecuatiile de test fi(z) =0, fa(z) =0, f3(z) =0, unde

(2.9) fi:[-1,2] = R, fi(z) = 2® 4 42 — 10,
(210) f2 : [72’4] - Ra fg(lf) = (l’ - 1)6 - 17
o
(2.11) f3:]-35,4 - R, f3(z) = Zsinx -1
Am generat bazinele de atractie ale rédécinilor ecuatiilor f,(z) = 0

pe intervalele I,, p = 1,2,3, corespunzétoare metodelor iterative (a)-(e),
'acoperind" fiecare interval I, cu n + 1 puncte echidistante {t;}7_, (n =
500), pe care le-am considerat ca puncte de start la rezolvarea ecuatiilor cu
metodele mentionate. Notam cu 7}, multimile corespunzatoare ale acestor
puncte.

Avand in vedere faptul c& varianta "cu bare', de reprezentare a bazinelor
de atractie este cea care ne furnizeaza informatii si despre numarul de iter-
atii necesar obtinerii radacinilor, aceasta a fost varianta adoptata in studiul
nostru.

Deasemenea, pentru exploatarea rezultatelor numerice obtinute in ex-
perimentele pe calculator realizate cu ecuatiile gi metodele abordate, cat si
pentru evidentierea performantelor fiecarei metode, am introdus urmatorii

indicatori:

Indicele Ariei de Convergenta (IAC) ca fiind
TAC = Cpoints

Tpoints

unde
Cpoints=numarul de puncte de start din 7T}, din care metoda converge

la o radacina din intervalul Ip;
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T'points=numarul total de puncte din 7.

Numaiar Mediu de Iteratii (NMI) ca fiind
NMI = Niter

Cpoints

unde
Niter=numarul total de iteratii corespunzator tuturor punctelor de start

din care metoda converge la o radéacina din intervalul I,,.

Figurile 2.11, 2.12 si 2.13 prezinta bazinele de atractie pentru metodele
(a)-(e), ecuatiile fi(x) =0, fo(x) =0, f3(x) = 0 si intervalele Iy, Iy si I3.

Sinteza rezultatelor numerice este prezentata in Tabelele 2.1, 2.2 si 2.3.

Pentru generarea bazinelor de atractie si pentru obtinerea rezultatelor

numerice am utilizat pachetul de soft matematic Mathcad 14.0 .
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: y ¥ y
=
g / | " 1 /
z B 51 /
s n - 4
_q;,' = o
4 2 ] 2 1 14 1.7
2 2 05 0z 11,4 17
I/’ -’/’
Interval Interval
(a) metoda CN (b) metoda AN
: i 7
£ / Ll /
= / | 11
] - A - 2 5 2 11 14 1.7
ZE 1 2 ds g3 11 /04 17
//’ /’,
Interval Interval
(c) metoda HN (d) metoda MN
Tabelul 2.1 Rezultatele numerice pentru fi(x)
g m |
% | | // metoda | TAC | NMI
Z / CN  [0.694 | 438
2 AN | 0.798 | 3.8
E 4 41 dz 05 oz 11 /M4 17
z HN 0.778 | 3.3
/f'
— = MN 0.784 | 3.8
Interval BN |0.906 | 3.8

(e) metoda BN
Figura 2.11 Bazinele de atractie pentru f;(x)
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1 i l; I
{ ! [ 1 [
. Ao ] | {
g 1 | ;
==t e o
B \ ¢ / I f
£
E 2 14 -8 -Ld d2 3 44 h 2 -l4 -0z -0 12 43 d4 4
z " "
Tnterval Interval
(a) metoda CN (b) metoda AN
| |
= ! = f
" b 1 i
g 1 ] | |
2 \: { L /
£ \ / \ [
) " w1
—g 2 - 2 2 g 4 4 2 -l4 02 032 2 8 34 4
z ] s
Interval Interval
(c) metoda HN (d) metoda MN
1 I
| | Tabelul 2.2 Rezultatele numerice pentru fa(x)
g L /
g '-\ | '! metoda | TAC | NMI
g v ’ CN | 0.838] 6.9
£ — AN | 0.792 | 4.9
g 2 4 8 2 3 i TH 22 J8 34 4
“ A HN | 0.828| 4.3
! i MN 0.814 | 4.5
nterval BN |0.978| 3.8

(e) metoda BN

Figura 2.12 Bazinele de atractie pentru fo(x)
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| | '
i l
| I Fi //‘\\
é | 1 FATA) / v
g 1l i
EE | - \
i\l \
Vv \ |
W/ t 1 oo |
5 1 | o 1
Interval Interval
(a) metoda CN (b) metoda AN
| ' | ,
‘ AY l . A\
Fi /
F | | VAl
£ o /A | ‘ 7/
; o A ) TR f 16 4
E il / \ i
“z \ \ ]
\ | \
| l \/ il l
2] l T l
Interval Interval
(¢) metoda HN (d) metoda MN
‘ T
1 ~ Tabelul 2.3 Rezultatele numerice pentru f3(x)
g (| /\
£ \ \ PR metoda | TAC | NMI
£ CN |0.900 | 5.1
F P =
3 l‘ / AN 0.664 | 3.4
“\. L ‘ HN | 0.900 | 3.4
i | MN |0.726 | 34
Interval BN | 0.974| 3.7

(e) metoda BN

Figura 2.13 Bazinele de atractie pentru f3(x)
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Vizualizarea "simultana" a bazinelor de atractie corespunzatoare tuturor
celor cinci metode analizate ne permite si "observam" empiric unele carac-
teristici ale acestor metode si sa le apreciem comparativ performantele.

Rezultatele numerice obtinute, fundamenteaza urmatoarele concluzii privind
studiul comparativ al metodelor abordate:

1. Din Tabelele 2.1 ,2.2 i 2.3 rezultd cd metoda noastra (Bisectrice
Newton method) are cea mai largd arie de convergentd dintre toate metodele
analizate, pentru toate ecuatiile de test utilizate;

2. In cazul ecuatiei fo(z) = 0, metoda noastra are si cea mai mare
"viteza" de convergentd, adicd cel mai mic numéar mediu de iteratii nece-
sare pentru determinarea tuturor radacinilor acestei ecuatii, comparativ cu
celelalte metode analizate (Vezi Tabelul 2.2);

3. Referindu-ne acum si la celelalte metode, am putea spune ca metoda
Harmonic mean Newton (HN) are cea mai buni viteza de convergentd, iar
metoda Arithmetic mean Newton (AN) are cea mai slaba vitezd de conver-
genta.

4. Metoda Classical Newton (CN) nu o considerim "in competitie",
aceasta, avind alt ordin de convergenta si alt indice de eficienta, o consideram

doar ca un etalon In analiza noastra.



CAPITOLUL 3

Bazine de atractie pentru zerourile polinoamelor cu

coeficienti complecsi

Un caz particular important al ecuatiilor neliniare il constuie deter-
minarea zerourilor polinoamelor. In acest capitol ne vom referi la aproxi-
marea zerourilor polinoamelor cu coeficienti complecsi utilizind citeva metode
de tip Newton. La finalul capitolului, vom prezenta rezultatele unui studiu

comparativ al acestor metode, utilizind bazinele de atractie (G. Ardelean

[11]).

1. Determinarea zerourilor polinoamelor
2. Un algoritm pentru aproximarea zerourilor unui polinom
3. Bazine de atractie ale zerourilor polinoamelor

4. Un studiu comparativ al unor metode iterative utilizind

bazinele de atractie

In cele ce urmeazi, prezentim rezultatele unei analize comparative a
unor metode iterative de tip Newton de rezolvare a ecuatiilor neliniare. Am
ales pentru investigatia noastra sase astfel de metode, inclusiv metoda clasica
a lui Newton ca "etalon", si trei polinoame cu coeficienti complecsi, pentru
care am efectuat experimentele numerice. Rezultatele studiului consta in
ierarhizarea metodelor cercetate, din punctul de vedere al performantelor

acestora ca timp calculator consumat, arie de convergenta sau viteza de

20
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convergenta. Studiul are la baza bazinele de atractie pentru zerourile poli-

noamelor de test alese, corespunzatoare metodelor iterative analizate.

4.1. Descrierea metodelor studiate

Aici vom prezenta metodele, convergenta lor (pentru cele a caror conver-
genta nu a fos demonstrata anterior) precum si programul Mathcad de gener-
are a bazinului de atractie corespunzitor fiecirei metode (dupd un exemplu
preluat din [42]).

Cele sase metode sunt:
(a) metoda Classical Newton (CN)

Aceasta metoda este definita prin relatia

_ P(Zn)
P'(zp) ’

(3.12) Zntl = Zn n=20,1,2,...

Se gtie ca aceastd metoda are convergenta patratica, iar indicele sau de
eficients este 22 = 1.414.
(b) metoda Arithmetic mean Newton (AN) [140]

Aceasta metoda este definita de

2P(z,)

1 SR VA
(BI3) = B P )

n=20,1,2,...

ande g = 20 — £

Aceastd metoda are ordinul 3 de convergenta iar indicele sau de eficienta
este 35 = 1.442.
(c) metoda Harmonic mean Newton (HN) [107]

Metoda este data de relatia

P(zn)(P'(2n) + P'(yn))
2P (2,) P (yn) ’

(3.14) Znal = Zn — n=0,1,2,...
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unde y, = 2z, — %. Aceastd metoda are ordinul 3 de convergenta iar

indicele sau de eficienta este 33 = 1.442.
(d) metoda Midpoint Newton (MN) [107]

Aceasta metoda este definita de relatia

P(zn)

(3.15) Zn4l = Zn — P03

n=0,1,2,...

unde y, = z, — 5(7’2")). Aceasta metoda are ordinul 3 de convergenta iar
indicele sau de eficienta este 33 = 1.442.

(e) metoda Halley (HM) [132]

Metoda este data de

1 Ly(zn)

(3.16) an:zn—(l—l—p), n=0,1,2,...
21—1L,(2)

unde Ly(z,) = W. Aceastd metoda are ordinul 3 de convergenta

iar indicele sau de eficienta este 33 = 1.442.
(f) metoda Traub-Ostrowski (TOM) [132]

Metoda este definita prin relatia

2P(yn) — P(zn) P'(21) ’

(3.17) Zntl = Zn n=0,1,2,...

unde vy, = 2, — ]f,(é")) .

Aceasta metoda are ordinul patru de convergenta, iar indicele de efi-
cienta este 43 = 1.587.

Conform conjecturii Kung-Traub, o metoda are ordin de convergenta
optimal dacd acesta este egal cu 297! | si are indice de eficientd optimal
dacil acesta este egal cu 2(¢=1/4 unde d este numirul de functii de evaluat
la fiecare iteratie.

Deci, aceastd metoda are ordinul optimal 4 = 23~! (in acest caz d = 3,)

si are indice de eficientd optimal 43 =23,
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4.2. Programele Mathcad pentru generarea bazinelor de

atractie
4.3. Rezultate numerice

Polinoamele de test utilizate In analiza noastra sunt:
1) Py(z) = 271, ale ciirui zerouri sunt: 1, 0.623+0.782i, —0.2234-0.9754,
—0.901 £ 0.4344. Acest exemplu este utilizat si in [130].

2) Py(2) = 28+ (1 + 8i)2" + (—22 + 274)25 + (=105 + 70i)25 + (—271 +
185i)z" + (—346 + 872i)z3 + (1282 + 1658i)2% + (3060 — 2820¢)2 — 3600.

Zerourile acestui polinom sunt: 1, 1+, 2¢, —2 4 2¢, —3, —3 — 37, —51,
5—5i (aranjate "In spirald", dupa cum se poate observa in Figura 3.3). Acest

exemplu este preluat din [42].

3) P3(2) = 2% + (2 — 3i)22 — (5 + 5i)z — 8 — 124, ale cirui zerouri sunt:
-3+ 2, —1—1, 24 2.

In analiza noastra, pentru polinoamele de test Pj(z), Py(z) si Ps(z)
am ales domeniile dreptunghiulare din planul complex, Dy, D> si respectiv
D3 dupd cum urmeazd: D; = [2,2] x [-2,2]; Dy = [—15,20] x [—20,15];
D3 = [-300,300] x [~300,300]. In fiecare din aceste cazuri, domeniul
ales contine toate zerourile polinomului corespunzator. Pentru generarea
bazinelor de atractie, am utilizat pachetul de soft matematic Mathcad 14.0
si un calculator laptop, DELL Inspiron 1501, 1.6 GHz.

Bazinele de atractie pentru zerourile polinoamelor de test, corespunza-

toare metodelor analizate sunt prezentate in continuare:
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Number of
iterations

0 1 2 34 5 a 7 2 9 1 11 12 13 14 =14

(a) metoda Classical
Newton (CN)

2 2

(¢) metoda Harmonic mean
Newton (HN)

2 2

(e) metoda Halley (HM) (f) metoda Traub-Ostrowski (TOM)

Figura 3.4 Bazinele de atractie pentru polinomul P;(2)
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Number of
iterations

(a) metoda Classical (b) metoda Arithmetic mean
Newton (CN) Newton (AN)

-15 20

(¢) metoda Harmonic mean
Newton (HN)

-15 20

(e) metoda Halley (HM) (f) metoda Traub-Ostrowski (TOM)

Figura 3.4 Bazinele de atractie pentru polinomul Py (2)
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Number of
=14
o1 2z 3 4 5 & 7 % % 0 11 12 13 14 iterations

300

300 300

(a) metoda Classical (b) metoda Arithmetic mean
Newton (CN) Newton (AN)

300

300 300

(¢) metoda Harmonic mean
Newton (HN)

(d) metoda Midpoint Newton (MN)

300

300

300 300 300 300

(e) metoda Halley (HM) (f) metoda Traub-Ostrowski (TOM)

Figura 3.4 Bazinele de atractie pentru polinomul Ps(2)
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Vizualizrea simultana a bazinelor de atractie pentru toate metodele anal-
izate, corespunzatoare unui polinom de test, ne permite sa apreciem, chiar
si empiric, care metoda este mai performanta, si care metoda este mai putin
performantd, atit din puntul de vedere al ariei de convergentd, (suprafati
alba mare inseamna arie redusa de convergentd), cit si din punctul de vedere
al "vitezei" de convergenta (suprafatd rogie mare Inseamnad numar mare de
iteratii, si deci vitezd redusd de convergentd).

Rezultatele numerice propriu-zise ale studiului nostru sunt concentrate
in urmatoarele trei diagrame sugestive, care furnizeaza informtii privitoare
la performantele fiecirei metode iterative, pentru fiecare polinom de test Py,
P2 §1 P3.

Timpul calculator relativ la metoda lui Newton

—1
{88
AN 1103
1.00
s HN i mP1
-g 075 oPz
3 i mP3
MN : EP1,P2,P3
0.8a
HM 7”20?880
TOM ] S.?D
| : %.84
0.00 0.50 1.00 150

Figura 3.7 Timpul calculator necesar pentru generarea bazinelor de

atractie (Newton=1)
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Numarul mediu de iteratii

o ﬂm
072
AN %a&ﬁs
8.55
= HHN 3%57 mP1
'g ) oP2
s mP3
MN i mP1,P2,P3
8.18
Hn ﬂa
748
TOM (75
H.35
0.00 5.00 10.00 15.00

Figura 3.8 Numar mediu de iteratii pentru punctele de convergenta

Procentul punctelor de convergenta

0.99
g M e wP
] oPz2
= o mP3
MN 92 mP1,P2,P3
0
i
HM 100
0'58
#ho
TOoM 100
0.33

Figura 3.9 Numair de puncte de convergentd / Numér total de puncte de

start
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In aceste diagrame metodele iterative analizate sunt identificate astfel:
CN — metoda Classical Newton

AN — metoda Arithmetic mean Newton

HN — metoda Harmonic mean Newton

MN — metoda Midpoint Newton

HM — metoda Halley

TOM — metoda Traub-Ostrowski

4.4. Concluzii

In fiecare din diagramele precedente, am inclus pentru fiecare metods,
cite o bara verde, corespunzatoare mediei valorilor prezentate pentru cele
trei polinoame de test, Py, P> si P3. Aceasta ne arata ca cea mai perfor-
manta dintre toate metodele analizate, din toate punctele de vedere, este
metoda Traub-Ostrowski. Este normal sa se intimple asa, deoarece aceasta
metoda are cel mai mare indice de eficienta, care este 1.587, si care este un
indice de eficienta optimal. Mentionam si faptul ca, dintre toate metodele
analizate, metoda Traub-Ostrowski este singura metoda cu ordinul patru de
convergentd. Din grupul metodelor cu ordinul trei de convergenta (AN, HN,
MN gi HM), deducem c& cea mai performantd este metoda Halley (HM)
(este cea mai bund atit ca timp calculator, cit si ca arie de convergentd).
Metoda Arithmetic mean Newton (AN) pare a fi cea mai "slabd" din toate
punctele de vedere.

Mention&dm faptul ¢4 metoda Classical Newton (CN) nu este inclusd in
"competitie", aceasta fiind utilizatd doar ca un etalon pentru compararea
celorlalte metode.

Rezultatele studiului nostru le-am publicat in (G. Ardelean [14]).



CAPITOLUL 4

Proprietati topologice ale bazinelor de atractie

1. Preliminarii topologice
2. Topologia stanga asociata unei relatii de cvasiordine
3. Caracteristici topologice ale bazinelor de atractie

Fie f: I CR — R derivabila, f'(z) #0Vax e l,sifie F:ICR—=Ro
metoda iterativa de rezolvare a ecuatiei f(x) = 0.
Fie a € T o rddécind a ecuatiei f(z) = 0.

Daca pentru xg € I sirul dat de relatia
(4.18) Tp =F(xn_1), n=12,...

converge la a, atunci spunem ca x apartine bazinului de atractie al radacinii

a. Bazinul de atractie al radacinii « este:

B(a) = {xg € I/sirul dat de [.18) converge la o}

In cazul metodei lui Newton avem

 f@)
P

Pe multimea B(«) definim urmétoarea relatie:

(4.19) Fz)==z

(4.20) z,y € Ba), v <y <& 3 e N astfel incat y = F*(x)

sau, altfel spus, y se poate obtine prin iteratii ale metodei F', pornind

din z.

30
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Prin F*(x) am notat (F o Fo---o0F)(x).
S ——_—

k ori
Relatia < are urmatoarele proprietati:

a) este reflexivd, pentru cd x < x conform definitiei, pentru k = 0;
b) este tranzitivd, adici,

x,y,z € Bla), z <y si y<z=y <z

Relatia 7 < 7 este o relatie de cvasiordine (preordine) pe multimea B(«).

In cele ce urmeazi vom considera spatiul topologic (B(a), J<) inzestrat
cu topologia stanga asociata relatiei <.

In acest caz, baza spatiului topologic o constituie multimile
Ow = {v € B(a)/v < w}.

In cele ce urmeaza, vom prezenta unele aspecte ale structurii topologice
introdusa de catre noi, referindu-ne la un exemplu concret.

Fie functia f :[0.8,6.2] — R.
(421)  f@) = (@ — 1)@ —2)(@ - 3)(z - 4)(z—5)z—6)
Este limpede c& zerourile functiei (4.21]) sunt 1,2,3,4,5 si 6.

O vizualizare a bazinelor de atractie pentru zerourile functiei (4.21)) si
intervalul [0.8,6.2] este prezentatd in Figura 4.1 .

||
L
-
A
L
-
L
)

X1 X3-F z
5 H 23 y 19 4l xexo 47 5
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Figura 4.1. Bazinele de atractie pentru zerourile functiei (4.21))

Ca exemplu, am considerat punctul de start g = 4.44 si am determinat
urmatoarele cinci puncte generate prin functia de iteratie (4.19)):

x1 = F(x0) = 3.63448 x5 = F(x1) = 4.39176 x5 = F(x3) = 3.80975

x4 = F(x3) = 4.03653 x5 = F(x4) = 4.00031.

Dupa cum se poate observa in Figura 4.1, punctul z; poate fi obtinut
printr-o iteratie Newton din punctele zg = 4.44, y = 2.52345 si z = 5.6169.

Astfel, avem z1 = F(z0), x1 = F(y) s x1 = F(z). Am determinat
deasemenea punctele u,v gi w astfel Incat o = F(u), 3 = F(v) i x4 =
F(w), unde u = 2.48227, v = 5.61186 si w = 2.49599.

Pentru punctele zq, x1, x2, 3, 24, T5,y, 2, u, v, w si pentru radacina a =

4, am reprezentat urmatoarea schema de structura arborescenta:

e
A,
e

y

Figura 4.2. O structura arbore pe bazinul de atractie al lui «

Despre punctele xq,z1, x2, 3, T4, T5,... putem spune ca se afla In bazinul
de atractie de bazd a radacinii o, notat B*(«), si despre punctele y, z, u, v, w
spunem ca se afld in bazinul de atractie extins al lui «, notat B(a). Dintre
predecesorii "directi" ai fiecirui element (dacd existd mai mult de unul) se
retine doar cel mai apropiat de ridicina « iar restul se eliming. In acest fel,
bazinul de baza se reduce la giruri disjuncte, convergente la a. Putem spune

cad B*(«a) este cel mai mare interval care-1 contine pe « si B*(a) C B(a).
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Revenind la spatiul topologic (B(«), J<), putem si reprezentam pe baz-

inul de atractie . B(«) urmatoarea structurd arborescenta:

Figura 4.3. Structurd arbore pe bazinul de atractie B(«)

In acest arbore nodurile sunt elemente din B(«) (se poate ajunge de la
orice nod la « printr-un numar finit de iteratii ale metodei F.

De exemplu, In structura arbore de mai sus, avem u < z (deoarece
r = F(u)), v < w (deoarece w = F(F(v))) si asa mai departe. In acelasi
timp, elementele u si v, de exemplu, sunt necomparabile.

Se consederd ca t < o pentru orice ¢ € B(a) si cd a € B(w).

In Figura 4.3, multimile delimitate prin cercuri sunt exemple de multimi
deschise n spatiul topologic (B(«), J<), iar multimea incadratd de poligon
este un exemplu de multime Inchisa.

Fie B reuniunea tuturor bazinelor de atractie ale radacinilor ecuatiei
f(z) = 0 din intervalul I, si fie (B, 7<) spatiul topologic cu topologia stanga
asociata relatiei de cvasiordine < definita de pe B.

Cateva proprietati ale acestei topologii sunt prezentate prin urmatoarea

teorema:

Teorema 4.3.3. (G. Ardelean) 1. Spatiul topologic (B(«a), J<) este spatiu
conez.

2. Spatiul topologic (B(a), J<) este spatiu compact.
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3. Restrictia aplicatiei (metodei) F' la B(«) este o aplicatie continud
F: B(a) — B(a)

in sensul topologic.

4. Spatiul topologic (B, J<) este compact dar nu este conex. Singurele
multimi conexe din acest spatiu sunt bazinele de atractie ale radacinilor
ecuatiei f(x) =0.

Un spatiu topologic conex si compact se numegte continuum [68]. Con-
form proprietatilor 1 gi 2, rezultd ca spatiul topologic (B(«),J<) este un
continuum.

Prezentam in continuare cateva consideratii referitoare la cazul bazinelor de
atratie pentru zerourile functiilor complexe.

Fie
(4.22) f+DCC—-C

o functie complexd olomorfs (derivabild) pe un domeniu dreptunghiular D
din planul complex, care contine toate radacinile ecuatiei f(z) = 0.

Toate proprietatile spatiului topologic (B(«), J<) sunt valabile si in cazul
functiilor complexe.

Ca un exemplu, in acest caz consideram functia
(4.23) flx)=2*+1

difinitd pe domeniul D = [-10,10] x [-10, 10].

. V2
In Figura 4.4 este prezentat bazinul de atractie al radacinii o = - +

V2

In acest caz functia de iteratie F este
f(z)
f'(z)
unde functia f este data de relatia (4.23]).

(4.24) F(z)=z—
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In G. Ardelean[10] prezentim un program Pascal pentru generarea
bazinelor de atractie ale radacinilor polinoamelor cu coeficienti complcsi pen-
tru metoda lui Newton.

Polinomiografia este tehnologia vizualizarii bazinelor de atractie ale radacinilor
polinoamelor cu coeficienti complecsi, dezvoltatd de B. Kalantari in [7].

Constatam o aseméanare (si din punct de vedere vizual) intre spatiul
topologic (B(«), J<) si spatiul topologic cunoscut sub numele de Cercelul
Hawaidian (Hawaiian rings), care este deasemenea un continuum [116), [68].
Asocierea intre Figura 4.4 gi Figura 4.5 este cat se poate de relevanta.

Spatiul topologic Cercelul Hawaiian, in topologia algebrica, este sub-

1 1
spatiul X C R? care este reuniunea cercurilor C,, de raza — si centru (— , O)
n n

pentrun=1,2,....

Figura 4.4. Bazinul de atractie al Figura 4 5. Cercelul Hawaiian
V2 V2
radacinii o = 7 =+ 71

Prin studiul topologiei construita de noi pe bazinele de atractie, realizam
o conexiune Intre doud domenii aparent total diferite, Topolgia si metodele
iterative de rezolvare a ecuatiilor neliniare. Consideram ca cercetarea poate

continua, pentru obtinerea altor rezultate interesante.



CAPITOLUL 5

Aplicatia "Interactiv Bazin" pentru bazinele de atractie

1. Descrierea aplicatiei

Aplicatia "Interactiv Bazin", permite generarea pe calculator a bazinelor
de atractie pentru metoda lui Newton la polinoamele cu coeficienti complecsi,
precum si o utilizare interactiva, in sensul ca pe parcursul executiei sale se
pot obtine o serie de informatii specifice problemei abordate.

Dupaé introducerea datelor solicitate, se vor trasa pe ecranul monitorului
bazinele de atractie ale radécinilor polinomului, corespunzatoare metodei lui
Newton.

Utilizatorul poate apoi solicita informatii despre orice punct din dome-
niul stabilit, prin simpla selectare a unui astfel de punct de pe ecranul grafic
al monitorului cu ajutorul mouse-ului (clic stAnga de mouse pe punct). In-
formatiile se refera la:

- coordonatele din planul real corespunzatoare punctului selectat;

- radacina la care metoda lui Newton converge, pornind din punctul
selectat, i numarul corespunzitor de iteratii (dacd metoda converge din
acel punct);

- mesajul "NU CONVERGE', daca metoda diverge din acel punct;

- valoarea polinomului in punctul selectat;

- valoarea la care se ajunge din punctul selectat printr-o iteratie Newton

la polinomul precizat;

36
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O parte din aceste informatii, sunt vizualizate pe ecran prin intermediul
unor elemente dinamice implementate in aplicatie (cursori cu semnificatie
dedicatd), dupd cum se descrie in sectiunea Bazine de atractie CULOR I /
NUMAR DE ITERATIL

1.1. Planul complex si ecranul grafic
1.2. Introducerea datelor
1.3. Bazine de atractie CULORI / NUMAR DE ITERATII

Figura 5.3 ilustreaza elementele de baza ale aplicatiei Interactiv Bazin.
Zonele albe reprezinta punctele din care metoda lui Newton pentru poli-

nomul dat nu converge.

x=-1.23
Converge la: -0,808+ 0,581 Numar iteratii: &

3

3

2= ¢ -1.23, -0.88)  Pz= ¢ 4301, 0783 zi= ¢ -1.08, -0.73)

Figura 5.3. Bazinul de atractie pentru polinomul P;(z)

Se evidentiaza pe ecran urmatoarele elemente:

3 cursori, astfel

- Cursorul mouse-ului : L

care puncteaza la un moment dat pe un pixel din ecran, asociat cu o

valoare z din domeniul complex precizat la introducerea datelor;

- Cursorul "ingerag" :
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care evidentiaza pozifia corespunzatoare lui z1 reprezentand urmatoarea
iteratie Newton pentru polinomul dat.

Cursorul "dracusor" : *

care evidentiaza pozitia pe ecran a imaginii valorii lui P(z), de cele mai
multe ori invizibild datoritd valorilor mari ale lui P(z), inafara domeniului
dat;

- La baza ecranului sunt afigate valorile lui z, P(2) si 21, care se actual-

izeaza In functie de pozitia pe ecran a cursorului mouse-ului.

1.4. Bazine de atractie CULORI / RADACINI

In Figura 5.6 sunt vizualizate bazinele de atractie ale metodei lui New-
ton pentru polinomul P;(z). Zona verde, de exemplu, reprezintd punctele
din care iteratiile Newton converg la riadacina z = —0.809 + 0.5884, iar zona
albastra reprezinta punctele din care iteratiile Newton converg la radacina
z=0.

Converge la: -0.808+ 05881

Figura 5.6 Culorile sunt asociate radacinilor

Zonele de culoare alba reprezinta punctele de divergenta ale metodei lui

Newton pentru polinomul analizat.
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Un exemplu este evidentiat in Figura 5.7, unde se poate vedea si mesajul
corespunzator afisat : "NU CONVERGE".

Figura 5.7 Zonele albe reprezinta punctele de divergenta

La actionarea butonului "EXIT" se afiseaza ecranul cu valorile rad&cinilor

polinomului, dupa care se iese din aplicatie.

In G. Ardelean [9] am prezentat un algoritm si un program Pascal
pentru determinarea radacinilor reale si complexe ale unui polinom, iar in G.
Ardelean[12] am prezentat aplicatia de vizualizare a bazinelor de atractie

pe calculator.



ANEXA - programe Mathcad si Pascal

Programe Mathcad pentru generarea bazinelor de atractie
Programe sursa Pascal
Programul NEWTONPOL
Procedura Newton

Secventa de program Pascal care determina radacinile
polinomului si genereaza bazinele de atractie CULORI /
NUMAR DE ITERATII

Secventa de program Pascal care genereaza bazinele de
atractie CULORI / RADACINI

Unit-ul Ucomplex

40
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