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Introducere

Teoria punctului fix este unul dintre cele mai puternice si mai productive instru-
mente din analiza neliniara si poate fi considerata ca fiind nucleul analizei neliniare.
Cel mai cunoscut rezultat din teoria punctului fix este Principiul Contractiei al lui
Banach (1922), care poate fi considerat inceputul acestei teorii. In spatii metrice acest
principiu poate fi formulat astfel:

Fie (X, d) un spatiu metric complet gi operatorul T : X — X wverifica conditia
(0.1) d(Tz, Ty) < ad(x,y), Y,y € X,

unde a € [0,1). Atunci operatorul T are un unic punct fix care poate fi obtinut prin
metoda aproximatiilor succesive pornind de la orice punct din spatiu.

Un astfel de operator care are un unic punct fix si pentru care sirul aproximatiilor
succesive (T”x)wo converge catre acel punct fix pentru orice x € X se numeste operator
Picard. In mare parte teoria metricd a punctului fix studiazi conditiile suficiente in
care un operator este un operator Picard. Deci Principiul Contractiei al lui Banach
spune ca orice contractie, adica un operator care verifica relatia este un operator
Picard. Unul din modurile de generalizare si extindere a Principiului Contractiilor
este Inlocuirea conditiei de contractie cu una mai slaba sau cu una independenta
de aceasta. Deoarece orice contractie este un operator continuu, s-a pus urmatoarea
problema: FEwista conditii contractive care sa nu implice continuitatea operatorului?

Primul raspuns afirmativ la acesta problema a fost dat de R. Kannan [52] in 1968,
care a demonstrat o teorema de punct fix care extinde principiul contractiilor la opera-
tori care nu trebuie sa fie continui, considerand in loc de conditia: exista b € {O, %)

astfel incat
(0.2) d(Tz, Tz) <bld(z,Tz)+d(y, Ty)], Vz,y € X.

Urménd exemplul Teoremei lui Kannan, Chatterjea [31] a demonstrat o teorema
de punct fix in care conditia de contractie este duala relatiei (0.2)) si anume: exista
cE [O, %) astfel incat

(0.3) d(Tz,Tz) <bld(z,Ty)+d(y, Tx)], Y,y € X.
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Este binecunoscut faptul, vezi Rhoades [76], cd cele trei conditii (0.)), si
sunt independente.

Prin combinarea celor trei conditii , si (0.3) L. Ciri¢ [34], S. Reich [74] si
[.A. Rus [81] au demonstrat o teorema de punct fix in care au considerat conditia de
contractie mai generala: exista numerele reale pozitive a, b, ¢ cu proprietatea a+b+c < 1

astfel incat
(0.4) d(Tx,Ty) < ad(z,y) +bd (x,Tx) + cd (y,Ty) , Vo,y € X

In 1972, T. Zamfirescu [87] a obtinut o teorema de punct fix foarte interesants prin
combinarea celor trei conditii , si in felul urmator: exista trei numere
reale a € [0,1) si b,c € [O, %) astfel incat pentru orice pereche z,y € X cel putin una
din urmatoarele conditii este adevarata:

(21) d(Tx, Ty) < ad(z,y);

(22) d(Tx, Ty) <b[d(x, Tx) + d(y, Ty)];

(23) d(Tx,Ty) < cld(z,Ty) + d(y, Tx)].

Folosind notiunea de functie de comparatie, in anul 1983 I.A. Rus [79] a obtinut
o alta generalizare a Principiului Contractiei prin inlocuirea conditiei cu urma-

toarea: exista o functie de comparatie p : R, — R, astfel Incat
(0.5) d(Tx,Ty) < ¢ (d(z,y)), YVa,y € X.

O generalizare a Teoremei lui Kannan a fost facuta de R.M.T. Bianchini [21] prin

inlocuirea conditiei (0.2)) cu urméatoarea: exista a € [0, 1) astfel incat
(0.6) d(Tz,Ty) < amax{d(x,Tz),d(y,Ty)}, Vz,y € X.

In clasificarea ficuts de Rhoades [76] numarul conditiilor de contractie considerate de
125, iar conditiile de contractie prezentate mai sus sunt cele pentru care in aceasta teza
au fost facute extinderi si generalizari.
In anul 2003 W. A. Kirk, P. S. Srinivasan si P. Veeramani au intordus o noud metoda
de generalizare a conditiei si anume reducerea numarului perechilor (z,y) € X x X
care sa verifice conditia de contractie. Pentru aceasta au considerat ca A si B sunt
doua multimi nevide si inchise ale spatiului X si operatorul T': AU B — AU B verifica
conditiile:
(1) T(A) C B,siT(B) C 4;
(2) d(Tz,Ty) < ad(z,y), YV € A, Yy € B..
In aceste conditii operatorul T" are un unic punct fix. In aceeasi lucrare W. A. Kirk,
P. S. Srinivasan si P. Veeramani au extins conditia de contractie la p multimi, unde
p>2
Un an mai tarziu A. C. M. Ran si M. C. B. Reurings [71] au considerat operatori

pe spatii metrice partial ordonate, iar conditia de contractie ((0.1)) a fost inlocuita cu
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urmatoarea: exista a € [0,1) astfel incat
(0.7) d(Tz, Ty) < ad(x,y),Vr,y € X, z <y,

unde ” < 7 este relatia de ordine partiala din spatiul X.

In 2008 J. Jachymski [44] a avut excelenta idee si foloseasca in loc de spatii metrice
partial ordonate spatii metrice inzestrate cu un graf orientat, iar conditia de contractie
(0.1)) sa fie indeplinita doar pentru arcele grafului. Acest lucru inseamna ca daca G este
un graf orientat si F (G) este multimea arcelor grafului atunci conditia de contractie

se scrie:
(0.8) d(Tz,Ty) < ad(z,y), V(z,y) € E(G).

Pornind de la aceste rezultate, scopul tezei de fata este de a face un studiu sistematic
al teoremelor de punct fix In spatii metrice inzestrate cu un graf. Conditiile de con-
tractie pe care le vom folosi sunt: Kannan, Zamfirescu, Ciri¢-Reich-Rus, ¢—contractii
si Bianchini.

Lucrarea este structurata in patru capitole, fiecare capitol fiind alcatuit la randul
sau din mai multe sectiuni.

In primul capitol sunt prezentate notiunile de bazi din teoria puctului fix, notiuni
pe care se construiesc conceptele introduse in aceasta lucrare. Pe parcursul celor opt
sectiuni, se introduc notatiile folosite in aceasta lucrare, notiunile de metrica si spatiu
metric, multime ordonata si spatiu metric partial ordonat, graf, functie de comparatie,
operatori pe spatii metrice gi teoremele de punct fix corespunzatoare, precum si teoreme
de punct fix pentru operatori in spatii metrice ordonate si pentru operatori ciclici.

Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt: Exemplele [1.4.1],
Definitia si Observatia [1.4.3]

In capitolul la doilea prezentdm notiunea de Banach G-contractie introdusa de J.
Jachymski in [44] si demonstram teoreme de punct fix pentru aceastd notiune. In
continuare demonstram ca Teoremele de punct fix in spatii metrice ordonate, Teorema
lui Edelstein, Teoremele de punct fix pentru operatori ciclici si Alternativa punctului fix
sunt consecinte ale Teoremei lui Jachymski [2.1.2] Dupa care prezentam doud aplicatii
ale Alternativei punctului fix la demonstrarea stabilitatii de tip Hyers-Ulam a ecuatiilor
functionale.

Contributiile originale ale autorului in acest capitol sunt: Teorema in care
se demonstreaza stabilitatea de tip Hyers-Ulam generalizata pentru ecuatia Cauchy

generalizata

(0.9)  flar(z1) + az (z2) + ... + an (zn)) = maf (v1) +maf (z2) + ... + mpf (24),
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Teoremele [2.2.5] 51 [2.2.6]in care se demonstreaza stabilitatea de tip Hyers-Ulam Rassias

pentru ecuatia diferentiala:

(0.10) y' (@) + f(@)y(x) +g(x) =0,

Corolarele [2.2.1] 2.2.2], 2.2.3], 2.2.4] care sunt consecinele celor dous teoreme anterioare
in care se demonstreaza stabilitatea Hyers-Ulam pentru cele doud ecuatii, Lema [2.2.1]
Concluzia 2.2 precum si demonstratiile Teoremelor 2.2.2] 5i [2.2.3

In Capitotlul al treilea extindem teoremele clasice de punct fix obtinute de Kannan,

Zamfirescu, Reich-Cirié-Rus, Bianchini pentru cazul spatiilor metrice inzestrate cu un

graf. Din aceste extinderi deducem teoreme de punct fix in spatii metrice ordonate

si, pentru operatori ciclici. Pentru fiecare concept nou introdus vom demonstram ca

extinderea nu este triviala, prin exemple de operatori care verifica conditiile respective.
Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt:

Definitiile 3.1.1][3.2.1[3.3.1|3.4.1[3.5.1], in care se introduc notiunile de operatori G-

Kannan, G-Zamfirescu, GCiri¢-Reich-Rus, (G, ¢)-contractii si operator G-Zamfirescu

Teoremele [3.1.1], [3.2.7], [3.3.1], [3.4.1], [3.4.2], [3.4.3] [3.5.2], in care se demonstreaza teoreme

de punct fix pentru operatorii de mai sus
Corolarele [3.1.1], 3.2.1], [3.2.2] [3.2.3] [3.2.4], [3.3.1], 3.3.2], [3.3.3], [3.3.4] [3.4.1}], [3.4.2] [3.5.1] in

care particularizand grafurile din teoremele prezentate obtinem teoreme de punct fix

in spatii metrice ordonate si, pentru operatori ciclici,

Lemele [3.1.1} [3.2.1} 3.3.1} 3.3.2} 3.5.1} .5.2}

Exemplele [3.1.2] 3.1.3} B.1.4} 3.1.5] B.1.6, B.2.1} [3.2.2] .2.3] [3.2.4} [3.3.2, [3.3.313.3.4}
Observatiile [3.1.1], [3.2.3] [3.2.2]

demonstratiile Teoremelor [3.1.2] 3.2.2] 3.3.2] [3.5.3] precum si Propozitia [3.4.1]

In ultimul capitol al tezei, Capitolul 4, extindem teoremele de punct fix din capitolul

precedent in doua contexte diferite:
a) lucrand in spatii metrice G-complete;
b) lucrand pe multimi Inzestrate cu doua metrici(teoreme de tip Maia).
Contributiile autorului din acest capitol sunt: Definitia in care se introduce con-
ceptul de spatiu G-complet,
Exemplul [{.1.1} Teorema referitoare la punctele fixe ale operatorilor G-Kannan
in spatii metrice G complete gi Teorema care este o teorema de tip Maia pentru
operatori G—Kannan.

Teza se Incheie cu lista bibliografica, precedata de un extras din aceasta cuprinzand

lucrarile elaborate de autorul tezei.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Exista o multitudine de spatii in care sunt formulate si demonstrate teoremele
de punct fix: spatii metrice, spatii topologice, spatii uniforme spatii metrice partial
ordonate etc. Avand in vedere faptul ca in teza de fata spatiul ambiental este un
spatiu metric Tnzestrat cu un graf, vom prezenta doar notiunile strict necesare pentru
a crea cadrul in care vom prezenta rezultatele importante ale tezei.

Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt: Exemplele [1.4.1]
Definitia si Observatia

4. Grafuri

Urmatoarele definitii si exemple sunt binecunoscute, vezi de exemplu [37] sau [51].

Definitia 1.4.1. Un graf orientat G este o pereche ordonata (V (G), E (G)) formata
dintr-o multime nevida V (G) de noduri si o multime E (G) de arce, disjunctd fatd
de V (G) tmpreund cu o functie de incidentd g care asociaza fiecirui arc din G o

pereche ordonatd de noduri(nu neaparat distincte) din V (Q).

Fig. 1 Graf orientat G

Observatia 1.4.1. Daca in definitia functia Vg asociaza fiecarui arc din G o
pereche neordonatd de noduri(nu neaparat distincte) din V (G) atunci G se numeste

graf neorientat (Vezi Fig.2).
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Fig. 2 Graful neorientat obtinut din G

Daca 9¢ (e) = (a,b) atunci vom spune ca a gi b sunt nodurile incidente muchiei
e sau ca muchia e unesgte nodurile a gi b. Daca ¥¢ (¢) = (a,a) atunci muchia e se
numeste bucla a grafului G. Grafurile in care multimea nodurilor este finita se pot
reprezenta grafic, proprietate din care provine numele notiunii. Nodurile unui graf le
vom reprezenta prin puncte iar arcele printr-o curba sau un segment care uneste cele
doua noduri incidente.

Inversul grafului orientat G este graful notat G! si care se obtine din G prin

inlocuirea fiecarui arc (a,b) € E'(G) cu arcul opus (b, a). Prin urmare avem ca:
V(GT) =V(G) si E(G) ={(ba) | (a,b) € E(G)}

Vom nota cu G graficul obtinut din G prin adiugarea arcelor opuse ale lui G si vom

obtine ca:
(1.11) V(G)=VI(G) siE(G)=E(G)UE(G)

Graful G este un graf orientat in care multimea arcelor este simetrica.

ANV

®o—©

Fig. 3 Inversul grafului G



4. GRAFURI 3

bucla

(v

arce

Fig. 4 Graf care contine arce paralele (multigraf) si bucle

Vom spune ca (V' E’) e un subgraf a lui G daca V! C V (G), E' C E(G) si pentru
orice arc (z,y) € E', z,y € V.

e

H, Hy

Fig.5b Hy si H, sunt subgrafuri ale lui G

In continuare vom prezenta cateva notiuni privind conectivitatea unui graf orientat.

Definitia 1.4.2. Daca x siy sunt noduri ale grafului orientat G, atunci un drum in
G de la x lay de lungime N (N € N) este un gir (xi)i]io de N + 1 noduri astfel incat

ro=x,xy =y s (x;_1,2;) € E(G) pentrui=1,...,N.

Definitia 1.4.3. Un graf orientat G se numeste tare conex daca exista cel putin un

drum intre orice doud noduri din G. lar G se numeste slab conex daca G este conex.
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Daca graful orientat G are multimea arcelor £ (G) simetrica si = este un nod din
GG, atunci subgraful notat G, format din toate arcele si nodurile care sunt continute
intr-un drum oarecare care pleaca din x se numeste componenta conexa a lui G care-1
contine pe z. In acest caz V (G,) = [z], unde [z], este clasa de echivalentd a lui x in

raport cu relatia R definita pe V (G) prin:
yRz daca exista un drum in G de la y la z.

Este clar ca GG, este tare conex.

X

Fig. 6 Graf tare conex. B-A-D-C este un drum de lungime 3

N

Fig. 7 Graf slab conex dar care nu e tare conex

Observatia 1.4.2. Graful din Fig. 7 nu este tare conex deoarece nu exista niciun
drum tn G de la F la C, dar existd un drum tn G de la F la C si anume F-D-C' iar

restul sunt conectate direct in G.

Definitia 1.4.4. Fie X o multime nevida, T : X — X o functie si G un graf orientat
cu proprietatea V (G) = X. Spunem ca graful G este T—conex dacd pentru orice
noduri x,y din G cu (z,y) ¢ E(G), exista un drum in G, (xi)fio de la x la y astfel
incit o = x,on = y st (v, Tzr;) € E(G) pentru orice i = 1,.... N — 1. Un graf

orientat G este slab T— conex dacd G este T— coner.
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In cele ce urmeaza vom exemplifica aceastd proprietatea a grafurilor.
Exemplul 1.4.1. Fie X :=[0,1] . Definim graful G prin V (G) = [0,1] i
E(G) ={(z,y) € (0,1] x [0, 1] |z = y } U{(0,0), (0, 1)}

iar functia

Tx = 1% pentru x € (0,1], 51 70 = 1.

Perechile de noduri care nu sunt incidente unui arc din G sunt de forma (a,b) cu
a,b € (0,1), a < b. Considerim drumul (z;)?_, definit prin

ro=a,r1 =029 =1,23=0>

Este evident ca (a,0),(0,1),(1,b) € E(G) si (0,70) = (0,1) € E(G) respectiv
(1,71) = (1, %) € E(G). Deci graful G este T—conex. Este evident ca graful G

este gi conex.

Observatia 1.4.3. Euxista grafuri conexe si functic T : X — X astfel incat ele sa nu

fie grafuri T—coneze.

Exemplul 1.4.2. Fie X = Z, T : Z — Z, Tx = x + 3 iar G graful definit prin
V(G =Z s E(G)={(mm+1)meZ}U{(m+1,m)imeZ}.

Graful G este tare conex deoarece pentru orice a,b € Z,a < b existda un drum de la
a la b si anume rg = a,r1 =a+ 1,29 =a+2,...,x,_, = b, dar nu este slab T'—conex
deoarece, daca a,b € Z,a < b—1 atunci orice drum in G delaalab trece priny =b—1,
iar (y, Ty) =(b—1,b+2) ¢ E(é)



CAPITOLUL 2

Contractii in spatii metrice inzestrate cu un graf

1. Teoreme de punct fix pentru Banach G-contractii

Scopul principal al acestei lucrari este de a generaliza teoremele de punct fix prezen-
tate in capitolul precedent si anume de a introduce operatori contractivi pe spatii met-
rice inzestrate cu un graf orientat. Primul autor care a considerat astfel de operatori
a fost J. Jachymski [44], care a introdus notiunea de Banach G-contractie gi a demon-
strat teoreme de punct fix pentru acest tip de operatori. In acest capitol vom prezenta
rezultatele lui Jachymski gi vom arata ca teoremele de punct fix referitoare la contractii
sunt, consecinte ale acestor rezultate. Astfel vom demonstra ca teoremele de punct fix
in spatii metrice ordonate, teorema lui Edelstein, teoremele de punct fix pentru oper-
atori ciclici si Alternativa punctului fix sunt consecinte ale Teoremei . In finalul
capitolului vom prezenta doua aplicatii ale Alternativei punctului fix la demonstrarea
stabilitatii de tip Hyers-Ulam pentru ecuatii liniare si ecuatii diferentiale.

Contributiile originale ale autorului in acest capitol sunt: Teoremele [2.2.4]
2.2.6] Corolarele [2.2.1 2.2.2 [2.2.3] 2.2.4] Lema si demonstratiile Teoremelor [2.2.2]
si[2.2.3]

In ceea ce urmeaza vom considera ci (X, d) este un spatiu metric si G este un graf
orientat astfel incat V (G) =X si A = {(z,z) |z € X} CG.

Definitia 2.1.1 ([44], Def. 2.1). Spunem ca f : X — X este o Banach G-contractie

sau simplu o G-contractie daca f conserva arcele lui G, adica

(2.12) Vo,y € X ((2,y) € E(G) = (f(x), f(y)) € E(G))

st f micsoreaza lungimile arcelor lui G in modul urmdator:

(2.13) Ja € (0,1),V2,y € X ((2,y) € E(G) = d(f (z), [ (y)) < ad(z,y))

Exemplul 2.1.1 ([44], Ex. 2.1). Orice operator constant f : X — X este o G
contractie deoarece A C FE (G). De fapt, pentru ca orice operator constant sd fie o
G-contractie trebuie ca A C E(G).

Exemplul 2.1.2 ([44], Ex. 2.2). Orice contractie in sens clasic este o Gy-contractie
unde V (Go) = X si E(Gp) = X x X.
Exemplul 2.1.3 ([44], Ex. 2.3). Fie ” <7 o relatie de ordine pe X. Definim graful
G prin
VI(G) =Xl E(Gh) ={(z,y) e X x X |z <y}
6



1. TEOREME DE PUNCT FIX PENTRU BANACH G-CONTRACTII 7

Pentru acest graf, conditia reprezintd faptul ca f : X — X este o functie
crescatoare in raport cu relatia de ordine 7 X 7. Clasa G1-contractiilor a fost studiata
de Nieto si Rodriguez-Lopez [62].

Exemplul urmator este precedat de urmatoarea propozitie

Propozitia 2.1.1 ([44], P. 2.1). Daca f : X — X este o G-contractie atunci f este

atdt o G~-contractie cat si o (N}’-contmcu’e.

Exemplul 2.1.4 ([44], Ex. 2.4). Fie” <7 o relatie de ordine pe X. Definim graful
Gy prin
V(Gy) =X i E(Gy) ={(z,y) e XxX|z<syVy=<uz}.

Pentru acest graf, conditia exprimd faptul ca f este monotond in raport cu relatia
de ordine. Mai mult, daca f wverifica relatia cu G = Gy de la Exemplul
atunct din Propozitia relatia este verificata si pentru graful Gy deoarece
Gs = G1. Deci operatorii studiati de Ran si Reurings [71] sunt Go-contratii. In general
exprima faptul ca f transforma elementele comparabile in elemente comparabile,
deci clasa Gy-contractiilor coincide cu clasa operatorilor studiati de Petrusel si Rus

[68], respectiv Nieto si Rodriguez-Lopez [63].

Primul rezultat care urmeaza arata legatura dintre covergenta sirului aproximatiilor
succesive pentru Banach G-contractii si conectivitatea grafului G. Vom spune ca doua
sirui (Tn),en $1 (Un)pey de elemente din X sunt Cauchy echivalente daca ambele

sunt siruri Cauchy si d (z,,y,) — 0 atunci cand n — oo.

Teorema 2.1.1 ([44], T. 3.1). Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) G este slab conex;
(ii) pentru orice G-contractie f : X — X si pentru x,y € X date, sirurile (f"x),
51 (f"Y) ey sunt Cauchy echivalente;

(ii1) pentru orice G-contractie f: X — X, card (Fiz (f)) < 1.
Pentru a demonstra teorema anterioara vom folosi urmatoarea lema.

Lema 2.1.1 ([44], L. 3.1). Fie f : X — X o G-contractie cu constanta o. Pentru

orice x € X §iy € ], exista r(x,y) = 0 astfel incat
d(f"z, f"y) < o"r(x,y), pentru oricen € N.

Corolarul 2.1.1 ([44], C. 3.1). Fie (X,d) un spatiu metric complet. Urmdtoarele

afirmatii sunt echivalente:

(i) G este slab conex;
(ii) pentru orice G-contractie f : X — X, exista x* € X astfel incadt

lim f"x = x* pentru orice x € X.
n—oo
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Exemplul urmétor ne arata ca nu putem imbunatati Corolarul 2.1.1] prin addugarea

faptului ca z* este un punct fix pentru f.

Exemplul 2.1.5 ([44], Ex. 3.2). Fie X = [0, 1] si dg metrica euclidiana pe X, atunci
(X,dg) este un spativ metric complet. Definim graful G prin V (G) = X si

E(G) ={(z,y) € (0,1] x (0, 1] |z <y} U {(0,0);(0,1)}.

Graful G este slab conex deoarece (x,y) € E (é) pentru orice x,y € (0, 1] iar un drum

inGdela0laze [0,1] este xg = 0,21 = 1,29 = x. Definim functia f : X — X prin

Jx =75 daci x € (0,1] i fO:= % Un calcul simplu ne arata ca f este o G-contractie

cu constanta o = % st pentru orice x € X avem le Tz = 0, dar f nu are puncte
n—od

fize.

Demonstratia teoremei de punct fix pentru Banach G-contractii se bazeaza pe ur-

matorul rezultat

Propozitia 2.1.2 ([44], P. 3.1). Presupunem ca f : X — X este o G-contractie astfel

incat pentru un vy € X, frg € [xo)gy. Fie CNJIO componenta lui G care-l contine pe

wo. Atunci [vo)5 este f-invariantd si f

ol €5t€ 0 Cj’xo—contmc;z’e. Mai mult, daca

v,y € [x0]g, atunci (f"x),cy s (f"Y),en sunt Cauchy echivalente.

Teorema 2.1.2 ([44], Th 3.2). Fie (X,d) un spatiu metric complet si fie tripletul
(X,d, G) avand urmatoarea proprietate:

(2.14)
pentru orice sir  (xy), oy de elemente din X, dacd x, = ¢ §i (Tn,Tns1) € E(G)

pentru orice n € N atunci existd un subsir (xy,),eny €t (Tk,,r) € E(GQ) pentru oricen € N.
Fie f : X — X o Banach G-contractie, si X; ={x € X |(z, fx) € E(G)}. Atunci
urmdatoarele afirmatic sunt adevarate:
1. card (Ff) = card{[x]a RS Xf}.
2. Ff # 0daca si numai daca Xy # (.
3. f are un unic punct fix daca $i numai daca exista vo € Xy astfel incat Xy C

[Io]a

Pentru orice x € Xy, f

2~ este PO.
Daca Xy # 0 si G este slab conex, atunci f este PO.
Daca X' :=U {[x]é |z € G} atunci f |x este WPO.
Daca f C E(G), atunci f este WPO.

NS S

2. Aplicatii ale Banach G-contractiilor

In continuare vom demonstra ca teoremele de punct fix referitoare la contractii sunt

consecinte ale Teoremei 2.1.2]
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Concluzia 2.1. Principiul contractiei al lui Banach este o consecintd a Teoremei[2.1.3.

Concluzia 2.2. Teorema datoratd lui Ran si Reurings [T1] referitoare la contractii in

spatii metrice partial ordonate este o consecinta a Teoremei[2.1.9,

Teorema este o generalizare gi a binecunoscutei teoreme de punct fix a lui
Edelstein [38].

Teorema 2.2.1 (Edelstein, [38]). Fie (X,d) un spatiu metric complet si e-inlantuit
pentru un € > 0, adica, pentru x,y € X date, exista N € N si un sir (xi)i]io astfel incat

ro=z,on =y i d(xi—1,x;) <epentrui=1,...N. FieT : X — X astfel incit
(2.15) Ja € (0,1),Vo,y € X (d(z,y) <e=d(Tz,Ty) < ad(z,y)).
Atunci T este PO.

Teorema de punct fix a lui W.A. Kirk, P.S. Srinivasan si P. Veeramani [54] este o
consecinta a Teoremei [2.1.2] gi anume:

Teorema 2.2.2 ([54]). Fiep e N, p > 2 si {A4;}_, o familie de p submultimi nevide
si inchise ale spatiului metric (X, d). Presupunem ca T : {A;}_, — {A;},_| verifica

(2.16) d(Tx,Ty) < kd(x,y), pentru oricex € A;, y € Aiy1,1 <i<p
unde Apy1 = Ay, Dacd k € (0,1) atunci T' are un unic punct fix.

Ultima consecinta pe care o vom prezenta in acest capitol exprima faptul ca si
Teorema Luxemburg-Jung [55], [46] sau Alternativa punctului fix este o consecinta
a Teoremei [2.1.2] Dupa care vom prezenta doua aplicatii ale acestei teoreme la sta-
bilitatea de tip Hyers-Ulam pentru o ecuatie functionala generalizata de tip Cauchy
respectiv pentru o ecuatie diferentiala liniara de ordin /. Folosind teoria punctului
fix pentru contractii pe un graf vom prezenta si vom demonstra de fapt forma acestei

teoreme introdusa de V. Radu in [70].

Teorema 2.2.3 (Alternativa punctului fix). Fie (2,d) un spatiu metric generalizat gi
T :Q — Q o contractie cu constanta a € [0,1) Atunci, pentru fiecare element x € €,

ori
d (T"x, T”Hx) =00, Vn =0,
ori exista un numar natural ng astfel incat
i. d(Tmz, T"x) < oo pentru orice n > ny;
1. Strul (T"m)n>0 este convergent catre un punct fiv y* a lui T';
iii. y* este unicul punct fix a lui T in multimea I' = {y € Q|d (T"z,y) < o0 };
. d(y, yx) < ﬁd(y, Ty) pentru orice y € I,
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In continuare vom prezenta o aplicatie a Alternativei punctului fix deci si a Teoremei
la stabilitatea de tip Hyers-Ulam a ecuatiei:

(2.17)  f(ay (1) + ag (x2) + ... + an (x,)) = myf (1) + maf (22) + ... + mpf (x,),

unde a; : X — X, i = 1,n sunt n functii date, f : X — Y este functia necunoscuta si
mi + ms + ... + m, # 1, pe care autorul a demonstrat-o in [22].

In completare vom demonstra urmatoarea lema:

Lema 2.2.1 ( F. Bojor, [22] ). Fie X si Y doua spatii vectoriale si a; - X — X,
1 = 1,n, sunt n functii astfel incdt cel putin doua dintre ele sunt bijective, iar my +
my + ... +m, € R\ {1}. In aceste conditii orice solutie a ecuatiei este o functie
aditiva.

In continuare vom demonstra stabilitatea Hyers-Ulam generalizatd pentru ecuatia

(2.17). Pentru o functie g : X — Y vom nota cu

Dg (21, %2, ..., v) = g (a1 (71) + ag (T2) + ... + an (T))—mag (21)—mag (v2)—...—Mmpg (T,)
pentru orice x1, xa, ..., T, € X.

Teorema 2.2.4 ( F. Bojor, [22] ). Presupunem indeplinite urmatoarele conditii:

i. X este un spatiu normat real si'Y este un spativ Banach real;
ii. mq, mog,...m, sunt n numere reale cu proprietatea mi+mo+...4+m, n:OtS #0
iii. a; : X — X, ¢ = 1,n, sunt n functii astfel incat functia A : X — 'Y definita
prin A(z) = a1 () + az (z) + ... + an (z), Vo € X este aditiva , bijectivd si
comutd cu fiecare dintre functiile a;, unde i = 1,n;
iv. ¢ : X™ — [0,00) este o functie cu proprietatea cd
(2.18) lim p (AY (21), AY (z2), s AY (20)

fmyo0 Kk =0

pentru orice Ty, Ts,...,xT, € X, unde j € {£1}, iar functia

v (r) = (A (2), A7 (2),.., A7 (2))

are proprietatea ca 3IM = M (j) € (0,1) astfel incdt

(2.19) v (A () <SP MY (x), Vo € X, j € {+1}
v. f: X =Y o functie care verifica inegalitatea
(2.20) IDf (x1, 22, ..., xn)|| < @ (21,22, oy Tn) , VX1, 20, ..., 7, € X.
In aceste conditii existd o unicd solutie L : X — Y a ecuatiei astfel incat
inegalitatea
2.21 L < M
(2.21) If (@) = L@ < g @),

este adevarata pentru orice x € X.
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In ceea ce urmeazi vom deduce din Teorema stabilitatea de tip Hyers-Ulam-
Rassias a ecuatiei ([2.17))

Corolarul 2.2.1 ( F. Bojor, [22] ). Presupunem indeplinite urmatoarele condifii::

1. X este un spatiu normat real si Y este un spatiu Banach real;

it. My, Mo, ...Mm,, sunt n numere reale cu proprietatea mq+mo—+...4+m, TQS #0

i1i. a; : X — X, i = 1,n, n sunt functii omogene astfel incat functia A: X —Y
definita prin A (z) = a1 (z) +az(x) + ... + a, (x) = bz, Vo € X unde b €
R\ {0,1};

iv. € si p sunt doud numere firate astfel incat ¢ > 0 sip # logy, |S] dar f : X =Y
este o functie care verifica inegalitatea

(2.22)

1f (ar (21) + - 4 an (@) = maf (@1) = o = maf (@a)l] <O ()" + -+ lzal”)

pentru Y xy,..x, € X
In aceste conditii existd o unicd solutie L : X — Y a ecuatiei astfel incat
inegalitatea

ne ,
(2.23) 1f (z) = A(x)| < TST= 1o ||l

este adevarata pentru orice x € X.
Urmatorul corolar este demonstrarea stabilitatii Hyers-Ulam pentru ecuatia (2.17)).

Corolarul 2.2.2 ( F. Bojor, [22] ). Se considerd urmatoarele notiuni:

t. X un spatiu normat real st Y un spatiu Banach real;
it. my, Mo, ...m, € R astfel incat my +mo + ... + my, U #0
iii. a; : X — X, 1 = 1,n, n functiic omogene astfel incit functia A : X — Y
definita prin A(z) = a1 (x) + as(x) + ... + a, () = bz, Vo € X unde b €

R\ {0};

tv. 0 > 0 un numar real fixat si f : X — Y o functie care verifica inegalitatea

(2.24) If (a1 (z1) + ... + an () —maf (x1) — c. = f (z,)]] <6,
pentru Vi, ..r, € X
Atunci existda o unica solutie a ecuatiei , A: X =Y care verifica inegalitatea

(2.25) If (2) = A(@)]] <

, Vo e X.
5] = 1]

In continuare vom prezenta a doua aplicatie a Alternativei punctului fix, deci si
a Teoremei la stabilitatea de tip Hyers-Ulam a ecuatiei diferentiale liniare de

ordinul Intai:

(2.26) y (x) + [ (@)y(z)+g(x) =0
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in anumite conditii, altele decit cele din [50].

Pentru inceput vom demonstra stabilitatea de tip Hyers-Ulam-Rassias a ecuatiei
(2.26)) pe intervale de forma I = [a,b) unde —oco < a < b < 0.

Teorema 2.2.5 (F. Bojor, [25]). Fie f,g : I — R doud functii continue cu propri-
etatea cd exista un numdr pozitiv M astfel incat , |f (x)| > M pentru orice x € I.
Presupunem ca v : I — [0,00) este o functie integrabild cu proprietatea ca 3P € (0,1)

astfel incat

(2:27) [15 @l @) de < P ()

pentru orice x € I. Daca o functie derivabila cu derivata continua y : I — R verifica

relatia:

(2.28) Y () + f (@) y (2) + g (2)] <2 ()

pentru orice x € I, atunci exista o unica solutie S : I — R a ecuatiei (2.20) care
verifica relatiile:
P

(2.29) ly (@) =S @) < 77—rp

W (z)
pentru orice v € I si S (a) =y (a).

Analog se poate demonstra urmatoarea teorema referitoare la stabilitatea de tip
Hyers-Ulam-Rassias a ecuatiei (2.26)) pe intervale de forma J = (b, a], unde —oo < b <

a < 0Q.

Teorema 2.2.6 (F. Bojor, [25]). Fie f,g: J — R doua functii continue cu proprietatea
cd exista un numdr pozitiv M astfel incat |f (x)| > M pentru orice x € J. Presupunem

ca: J —[0,00) este o functie integrabild cu proprietatea ca 3P € (0,1) astfel incait

(230) [1f 0l @) dt < Po ()

pentru orice x € J. Daca o functie derivabild cu derivata continuad y : J — R verifica

relatia:

(2.31) Y () + f (@) y (2) + g (2)] <2 (2)

pentru orice x € J, atunci exista o unica solutie S : J — R a ecuatiei care
verifica urmatoarele relatii:

P

(2.32) ly(z) =S (2)] < M MP

¢ (z)
pentru orice v € J §i.5 (a) =y (a).

Stabilitatea Hyers-Ulam-Rassias a ecuatiei (2.26) pe R o vom demonstra folosind

Teorema [2.2.5] si Teorema [2.2.6]
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Corolarul 2.2.3 (F. Bojor, [25]). Fie f,g : R — R doua functii continue cu pro-
prietatea cd existd un numar pozitiv M ,astfel incit |f (z)] > M pentru orice v € R.
Presupunem ca v : R — [0,00) este o functie integrabild cu proprietatea ca 3P € (0,1)

astfel incat

(23) [ ol < Po

pentru orice x € R. Daca o functie derivabila cu derivata continud y : J — R verifica
relatia:

(2.34) ' () + f (@) y () + g ()] < ¥ (2)

pentru orice x € R, atunci existd o unica solutie S : R — R a ecuatiei care

verifica urmatoarele relatii:

P

(2.35) ly (z) — S (z)] < M MP

¢ (x)
pentru orice v € R i S (0) =y (0).

Folosind Teorema [2.2.5 vom demonstra stabilitatea de tip Hyers-Ulam a ecuatiei

(2.26]) pe I = [a,b) unde —c0 < a < b < 0.

Corolarul 2.2.4 (F. Bojor,[25]). Fiee, M >0 si f: I — [M,00) respectiv g : I — R
doua functii continue. Daca o functie derivabild cu derivata continud y : I — R verifica

relatia

(2.36) Y (@) + (@) y(z) +g(x) <e

pentru orice x € I, atunci exista o unica solutie S : I — R a ecuatiei care
verifica relatiile:

£

(2.37) ly (x) = S (2)] < m

pentru orice v € I, unde q € (%, 1) i S (a) =y (a).

Ecuatia (2.26) nu este Hyers-Ulam stabila pe intervale de forma J = (—o0,a] in

general, aga cum se poate vedea din urmatorul exemplu.

Exemplul 2.2.1 (F. Bojor,[25]). Fie ecuatia unde f(x) = 2% si g(x) = 0.
Solutia acestei ecuatii S : J — R care verifica conditia S (a) = p este

3 3

a” —x

(2.38) S(x)=p-e 3

O functie derivabila cu derivata continua y : J — R care verifica este

03 a3 B3 [T 3
(2.39) y(z)=p-e 3 —|—5-e’7/ esdt.
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Presupunand ca ecuatia este Hyers-Ulam stabild, va rezulta ca exista k > 0 astfel
incat
(2.40) ly(z) —S(x)| <e-k
pentru orice x € J. Prin inlocuire vom obtine ca:

z 3 23
/ e3dt‘ < kes

a

pentru orice x € J. Trecand la limita cand x — —oo vom obtine o contradictie. Deci
ecuatia nu este Hyers-Ulam stabila pe R.

(2.41)




CAPITOLUL 3

Teoreme de punct fix pentru contractii generalizate

in spatii metrice inzestrate cu un graf

In acest capitol, lucrand in spatii metrice inzestrate cu un graf vom generaliza
notiunile de operatori Kannan, Zamfirescu, Ciri¢-Reich-Rus, Bianchini si - contractii
si vom da conditii necesare pentru ca acesti operatori sa fie PO. Toate aceste teoreme
vor generaliza gi extinde rezultatele clasice obtinute pentru aceste clase de operatori.

In cele ce urmeaza vom considera ca (X, d) este un spatiu metric, si ci G este un
graf orientat cu proprietatile V (G) = X, E(G) 2 A iar G nu are arce paralele adica
G este un 1—graf. Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt:
Definitiile [3.1.1]83.2.1)3.3.1]3.4.T|]3.5.1],

Teoremele [3.1.1], 3.2.1] [3.3.1], [3.4.1] 3.4.2] [3.4.3] [3.5.2

Corolarele [3.1.1], [3.2.1], [3.2.2], [3.2.3] B.2.4] 3.3.1], 3.3.2, 3:3-3] 3.3.4] 3.4.7], [3.4.2] [3.5.1],
Lemele [3.1.7], [3.2.7], 3.3.1}, [3.3.2, [3.5.1], [3.5.2]

Exemplele 3.1.2] B.1.3] B.1.4] [3.1.5] B.1.6] 3.2.1] 3.2.2] [3.2.3] [3.2.4], [3.3.2, [3.3.3|[3.3.4]
Observatiile [3.1.1], [3.1.2] [3.2.3] 3.2.2]

demonstratiile Teoremelor 3.1.2] 3.2.2] 3.3.2], 3.4.4], 3.5.3] si Propozitia [3.4.1]

1. Teoreme de punct fix pentru operatori G-Kannan

In aceastd sectiune, folosind ideea lui Jachymski [44] pentru Banach contractii, vom

considera urmatorul concept:

Definitia 3.1.1 (F. Bojor, [26]). Fie (X,d) un spatiu metric si G un graf. Operatorul
T: X — X se numeste operator G-Kannan daca:
1. Vx,y € X cu proprietatea (x,y) € E(G) avem ca (Tz,Ty) € E (G).
2. exista a € {O, %) astfel incat:
d(Tz,Ty) < ald(z,Tx) +d(y,Ty)]
pentru orice (x,y) € E(G).

Observatia 3.1.1. Daca T este un operator G-Kannan, atunci T este atat operator

G~'-Kannan cdt si operator G-Kannan.

Exemplul 3.1.1. Orice operator Kannan este un operator Gy-Kannan, unde graful G
este definit prin V (Go) = X si E (Gp) = X x X.
15
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Exemplul 3.1.2 (F. Bojor, [26]). Fie multimea X = {0,1,3} inzestratd cu met-
rica euclidiand dg. Operatorul T : X — X, Tx = 0, pentruz € {0,1} si Tz =
1, pentru x = 3 este operator G-Kannan cu constanta a = é pe spatiul metric X
inzestrat cu graful G definit prin E(G) = {(0,1);(1,3);(0,0);(1,1));(3,3)}, dar nu
este un operator Kannan deoarece dg (T0,T3) =1 si dg (0,70) + dg (3,73) = 2.

Observatia 3.1.2 (F. Bojor, [26]). La fel ca si in cazul contractiilor si a operatorilor
Kannan, exista G-contratii care nu sunt operatori G-Kannan precum si operatori G-
Kannan care nu sunt G-contratii. Mai mult, exista operatori G-Kannan care nu sunt
G -contratii pentru orice graf Gp cu proprietatea G # A, dupd cum se poate vedea

din exemplul urmator.

Exemplul 3.1.3 (F. Bojor, [26]). Fie multimea X = N\{0,1} si operatorul T : X —
X definit prin Tx = 2x. Consideram graful G definit prin

V(G =Xsi EG)={(2"2"n+1):neX keN}UA
Atunci T este un operator G-Kannan cu constanta a = % deoarece
2
dg (T2, T2" (n+ 1)) = 2"+ < 52’“ (2n+1)

- § (i (280, T20) + dp (2" (n+1), 72" (n + 1))

pentru orice n € X si orice k € N.
Daca ar exista un graf G; # A astfel incat operatorul T sa fie o Gi-Banach
contractie cu constanta a € [0,1) atunci ar exista v,y € X cu x # y astfel incait

(x,y) € Gy. Dar atunci
dg (Tx, Ty) = 2|z —y| < alr —y|
de unde a > 2. Deci operatorul T' nu este o Gy-Banach contractie.
Lema 3.1.1 (F. Bojor, [26]). Fie (X,d) un spativ metric inzestrat cu graful G i

T : X — X un operator G-Kannan cu constanta a. Daca graful G este slab T'—conex

atunci, pentru orice v,y € X, existda r (z,y) = 0 astfel incit

(3.42) d(T"z, T"y) < ad (T"’la:, T"x) + (1a> r(z,y) + ad (T"’ly, T"y)

pentru orice n € N*.
Urmatoarea teorema este principalul rezultat pentru operatorii G-Kannan.

Teorema 3.1.1 (F. Bojor, [26]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu
graful G st
T: X — X un operator G-Kannan. Presupunem ca:

(i.) G este slab T'—conex;
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(ii.) pentru orice sir (Ty),cy de elemente ale lui X, daca x, — x si
(Tp, Tpy1) € F (é) pentru orice n € N atunci existd un subsir (T, ), ey
cu (zg,,r) € E (é) pentru oricen € N.

Atunct T este PO.

Urmatorul exemplu ne arata ca conditia (ii.) este necesara pentru ca un operator
G-Kannan sa fie PO.

Exemplul 3.1.4 (F. Bojor, [26]). Fie X :=[0,1] inzestrat cu metrica euclidiand dp.
Definim graful G prin
E(G) ={(z,y) € (0,1] x (0,1] [z =y} U{(0,0),(0,1)}
Fie
sz% pentru x € (0,1],5i 7T0=1
FEste simplu de verificat cd (X,dg) este un spatiu metric complet, G este slab

T—conex si T este un operator G-Kannan cu constanta a = % deoarece pentru orice

x,y € (0,1] cu proprietatea x > y avem cd:

4 4 S3\4 " 4) 3

Consideram sirul (zn,),cn- definit prin z, = Pentru orice n € N* avem ca

— 1 1
L e G ) IE R IOR )
l.
(T, Tng1) € E(é’) dar nh_)rgo z, = 0 §i (2,,0) ¢ E(é) pentru orice n € N*, deci

conditia (ii.) nu este indeplinita si evident, T nu are puncte fize.

Exemplul ne arata ca graful G trebuie sa fie T'—conex pentru ca un operator
G-Kannan 7', sa fie PO. Evident operatorul T" este G-Kannan, graful G este slab conex,
deoarece pentru orice m,n € X cu proprietatea m < n avem ca sirul xrg = m, r; =
m+1,..., ,,_, = n este un drum in G de la m la n. Dar graful G nu este slab T-conex
deoarece (2,4) ¢ E (é) si singurul drum in G de la 2 la 4 este yo = 2,y1 = 3,y = 4
iar (3,73) = (3,6) ¢ E(G).

Din Teorema [3.1.1| putem deduce urmatorul corolar care se refera la conditiile su-

ficiente ca un operator Kannan definit pe un spatiu metric ordonat sa fie PO.

Corolarul 3.1.1 (F. Bojor, [26]). Fie (X,<) o multime ordonatd gi d o metrica pe X
astfel incat spatiul metric (X, d) este complet. Fie T : X — X un operator crescator
astfel incat urmatoarele trei condilii sunt adevarate:
(i.) existd a € [0, %) astfel incit d (Tx,Ty) < ald(x,Tx) + d(y,Ty)] pentru orice
r,y € X cux <y;
(ii.) pentru orice x,y € X, elemente incomparabile din (X, <), existd z € X astfel
incat v <z, y< zsiz2<Tz;
(iii.) daca un sir crescator (x,) converge la x* € X, atunci x, < x* pentru orice

n € N,
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Atunci T este PO.

In ceea ce urmeaza vom arata ca teorema de punct fix pentru operatori Kannan

ciclici, demonstrata in [67] de Petric si Zlatanov este o consecinta a Teoremei m

Teorema 3.1.2. Fie p > 2 un numar natural si Ay, As, ..., Ay, Apr1 = Ay submultimi
nevide si inchise ale spatiului metric complet (X, d). Presupunem ca T : UP_|A; —
UP_ | A; este un operator ciclic, care verificd conditia: existd a € [O, %) astfel incat
pentru orice pereche (v,y) € A; X Ay, cui € {1,2,...,p}, are loc relatia

d(Tx,Ty) < ald(z,Tx)+d(y,Ty)].
In aceste conditii T este PO.
In continuare vom prezenta cateva exemple de operatori G-Kannan care verifica

ipoteza Teoremei |3.1.1]

Exemplul 3.1.5 (F. Bojor, [26]). Fie multimea X = {—%, g] inzestrata cu metrica

euclidiana dg st aplicatia T : X — X definita prin:

it xe[ 501
STy, @ 2 6] 162

0 E( T 7r>
I —_——— —
’ 6’6

Consideram graful G definit prin

Tx =

V(G =X si E(G)={(0,z):2z€ X}.

Graful G este slab T conex si proprietatea ii. din Teorema|3.1.1 este indeplinita.
Pentru orice x € X avem ca dacd (0,z) € E(G) atunci si (T0,Tx) = (0,Tx) €
E (G) si folosind elemente de analiza matematicd se poate demonstra ca T este un

operator G-Kannan cu constanta
1
2r+1 2
Aplicand Teorema|3.1.1] operatorul T este PO si T are un unic punct fix z* = 0.
Operatorul T' nu este un operator Kannan deoarece presupunand ca existd a € {0, %)
astfel incat
dg (Tz,Ty) < aldg (x,Tz) + dg (y,Ty)], Vr,y € X

si alegand x = 3, y = % vom obline ca:
3 - 1
4T —9 = 2

Exemplul 3.1.6 (F. Bojor, [26]). Fie multimea X = [0,5] inzestrata cu metrica eu-

a =

clidiana dg si aplicatia T : X — X definita prin:

r—4; x € (4,5
Tl‘: €T

1 € [0, 4]
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Consideram graful G definit prin
V(G)=X si E(G)={4,z):z¢€ (4,5]}U[0,4] x [0,4] U A.

Graful G este slab T' conex si proprietatea ii. din Teorema este tndeplinitd.

Pentru orice x € X avem cd dacd (4,z) € E(G) atunci si (T4, Tx) = (i,ﬁ) €
E (G) si T este un operator G-Kannan cu constanta a = é, deoarece:

Cazul I. daci x € (4,5], deci (4,z) € E(G) avem cd

7 1
dp (T4, Tr)=1—2z+4] =5 -2/ <1< 3 < g[dE(4,T4)+dE(:r;,T:C)]
Cazul II. Daca (x,y) € [0,4] x [0,4], atunci
T—1y 13z 3y} 1
—|—+—=|==[d T d T

Aplicind Teorema operatorul T este PO si T are un unic punct fix x* = 0.

1
<ol + Iyl <

Operatorul T nu este o G-Banach contractie deoarece
9 9 1. 9 1 1
(45) eB@. s (13) =5 st do(TaT5) = (1,5) = 5

2. Teoreme de punct fix pentru operatori GG-Zamfirescu

In aceasta sectiune vom extinde notiunea de operator de tip Zamfirescu la operatori
care verifica conditiile respective doar pe arcele unui graf G si astfel vom obtine notiunea

de operator G-Zamfirescu.

Definitia 3.2.1 (F. Bojor, [28]). Fie (X,d) un spatiu metric. Operatorul T : X — X
se numeste operator G-Zamfirescu daca:
1. Vx,y € X cu proprietatea (x,y) € E(G) avem ca (Tz,Ty) € E(G).

2. exista numerele reale o, 3 si 7y care verifica conditiile: 0 < a < 1,0 < [ < %

1
27

conditiile urmatoare:

(z1) d(Tz,Ty) < ad(z,y);

(22) d(Tx,Ty) < Bld(x, Tx) +d(y, Ty)];
(23) d(T'x, Ty) < y[d(x, Ty) +d(y, Tx)].

510 < 7 < 5, tar pentru fiecare (x,y) € E(G), are loc cel putin una dintre

Observatia 3.2.1. Daca T verifica conditia (z1) pentru orice (x,y) € E(G) atunci T
este o Banach G—contractie si daca T verifica conditia (z2) pentru orice (x,y) € E(G)

atunci T este operator G— Kannan.

Observatia 3.2.2. Daca T este un operator G-Zamfirescu, atunci T este atat operator

G~'-Zamfirescu cat si operator G-Zamfirescu.

Exemplul 3.2.1. Orice operator Zamfirescu este un operator Go-Zamfirescu, unde
graful Gy este definit prin V (Gy) = X si E(Go) = X x X.
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Exemplul 3.2.2. Fie multimea X = {0, 1,2, 3} inzestratda cu metrica euclidiand. Op-
eratorul T : X — X, Tx = 0, pentru z € {0,1} si Tz = 1, pentrux € {2,3} este
un operator G-Zamfirescu verificind (z1) din Definitia cu constanta o = %, unde
G = {(0,1);(0,2);(2,3);(0,0);(1,1));(2,2);(3,3)}, dar nu este un operator Zam-
firescu deoarece
e d(T1,T2) =1 sid(1,2) =1 deci (%) din Definitia[3.2.1 nu este indeplinitd;
e d(T1,T2) =1 i d(1,T1) 4+ d(2,T2) = 2 deci (z) din Definitia[3.2.1 nu este

ndeplinita;
e d(T1,7T2) =1 d(1,72) +d(2,T1) = 2 deci (z3) din Definitia nu este
ndeplinita.

Prin urmare, notiunea de operator G-Zamfirescu este mult mai cuprinzatoare decat
cea de de operator Zamfirescu, ceea ce justifica studiul existentelor punctelor fixe pentru
opratori G-Zamfirescu.

Pentru inceput vom demonstra urmatoarea lema, care este o extindere a unui rezul-

tat din [16], pentru operatori Zamfirescu.

Lema 3.2.1 (F. Bojor, [28]). Fie (X,d) un spatiuv metric si T : X — X un operator

G-Zamfirescu. Atunci
(3.43) d(Tx,Ty) < 26d (x,Ty) + dd (x,y)

pentru orice (x,y) € E(G), unde 6 = max {a, %, ﬁ} )

Observatia 3.2.3 (F. Bojor, [28]). In mod analog cu Lema se poate obtine cd:
(3.44) d(Tz,Ty) < 26d(x,Tx) +d(z,y)
pentru orice (x,y) € E (Q).

Lema 3.2.2 (F. Bojor, [28]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G i
T : X — X un operator G-Zamfirescu astfel incat graful G este slab T—conex.
Daca (z,y) ¢ E (C:') atunci ezista v (z,y) = 0 astfel incdt

(3.45) d(T"z,T"y) < nd"r (z,y)

pentru orice n € N*, unde § = max {a, %, ﬁ} .

Principalul rezultat din aceasta sectiune este urmatoarea teorema.

Teorema 3.2.1 (F. Bojor, [28]). Fie (X, d) un spatiuv metric complet inzestrat cu un

graf G siT : X — X un operator G-Zamfirescu. Presupunem ca:
(i.) G este slab T'—conex;

(ii.) pentru orice (x,),oy sir de elemente din X, dacd x, — 2 §i (Tp,Tny1) €
E (é) pentru orice n € N atunci exista un subsir (vy,),cy ct (Tr,,T) €
E (é) pentru n € N.
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Atunci T este PO.

Urmatorul exemplu ne arata ca conditia (ii.) este necesara pentru ca un operator
(G-Zamfirescu sa fie PO.

Exemplul 3.2.3 (F. Bojor, [28]). Fie multimea X := [0,3] inzestrata cu metrica

cuclidiand dg. Definim graful G prin
V(G) =X 5 E(G) = E(G) = (0,1] x (0,1] U {;} X (1,3] U {(10)}
Definim, aplicatia T : X — X prin
;7 (0,1]

x
2
1
Tz = i,xe(O,l]U{O}-
1,z € 2,3

E usor de verificat ca (X,d) este un spativ metric complet, G este slab T'— conex.

Aplicatia T este un operator G-Zamfirescu care verificd (z1) cu o = L pentru orice
2

(x,y) € (0,1] x (0, 1], verifica (z2) cu 5 = % pentru orice (z,y) € {%} x (1, 2]U{(%,0)}

si verificd (z3) cu y = % pentru orice (x,y) € {%} x [2,3]. Este clar ca, T"x — 0

pentru orice x € X, dar T nu are puncte fixe.

Observatia 3.2.4. Se poate demonstra ca operatorul T de la exemplul anterior nu este

o Banach G-contractie, nici un operator G-Kannan.

Urmatorul exemplu ne arata ca graful G trebuie sa fie T—conex pentru ca un

operator G-Zamfirescu T sa fie PO.

Exemplul 3.2.4 (F. Bojor, [28]). Fie X :=[0,3] inzestrat cu metrica euclidiand dg

Definim aplicatia

r+2; zel0,1]
Tx =
%; z € (1,3

Definim graful G prin V (G) = X si
3" —1 3" -1

E(6) = [0,1]x0.Ju(1,3]x (1,3 u{ (“5—3) sneNfu{ (1) sn e,

Atunci (X, dg) este un spatiu metric complet, G este slab conex dar nu este slab
T—conex deoarece (1,3) ¢ E (é) si orice drum tn G de la 1 la 3 trece prin 0 dar
(0,70) = (0,2) ¢ £ (é) sau trece prin xo = 3=t cun € N* dar (z9, Txo) ¢ E (é)

T este un operator G-Zamfirescu care verifica conditia (z2) cu f = % pentru (z,y) €
[0,1] % [0,1] respectiv conditia (z1) cu o = % pentru (z,y) € E(G)\[0,1] x [0,1]. Este

evident, T"x nu converge pentru orice v € X si T nu are puncte fize.

Corolarul 3.2.1 (F. Bojor, [28]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu
graful G si T : X — X o G-contractie. Presupunem ca:
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(i.) G este slab T'—conez;

(ii.) pentru orice (1,),cy sir de elemente din X, dacd x, — T §i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (Ty,),cy U (Tk,,T) €

E (G) pentrun € N.

Atunci T este PO.

Observatia 3.2.5. Se observa ca rezultatul anterior este mai slab ca cel obfinut de

Jachymski in [44], deoarece graful G nu trebuie sd fie slab T—conex pentru ca T sa fie
PO.

Corolarul 3.2.2 (F. Bojor, [28]). Fie (X,d) un spafiu metric complet inzestrat cu
graful G si T : X — X un operator G—Kannan. Presupunem ca:

(i.) G este slab T—conex;

(ii.) pentru orice (x,),oy sir de elemente din X, dacd x, —  §i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exvista un subsir (zy,),cy U (Th,,T) €

E(G) pentru n € N.

Atunci T este PO.

Corolarul 3.2.3 (F. Bojor, [28]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu
graful G st T : X — X wun operator care verifica conditia (z3) din Definitia .
(Operatorul T' il vom numi operator G-Chatterjea). Presupunem ca:
(i.) G este slab T'—conex;
(ii.) pentru orice (x,),oy sir de elemente din X, dacd x, —  §i (Tp,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exvista un subsir (Ty,),cy U (Th,,T) €
E (G) pentrun € N.

Atunci T este PO.

Din Teorema[3.2.1] vom obtine un corolar referitor la operatori Zamfirescu in spatii

metrice partial ordonate.

Corolarul 3.2.4 (F. Bojor, [28]). Fie (X,<) o multime ordonatd gi d o metrica pe X
astfel incat spatiul metric (X,d) este complet. Fie T : X — X un operator crescator,
care verifica urmatoarele trei condifi:

(i.) exista numerele reale v, B $i vy care verifica conditile 0 < a<1,0< < % st
0<v< %, astfel incat, pentru orice x,y € X cu x <y, cel putin una dintre
relatiile urmadatoare este adevarata:

(21) d(T2, Ty) < ad (x,y);
(22) d(Tz,Ty) < Bld(z,Tx) +d(y, Ty)];
(23) d(Tz,Ty) < v[d(z,Ty) +d(y, Tx)].
(ii.) pentru orice x,y € X, elemente incomparabile ale (X, <), exista z € X astfel

incat v <z, y<z sz Tz
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(7ii.) daca un gir crescaror (x,) converge la x din X, atunci x, < x pentru orice

n € N.
Atunci T este PO.

In cele ce urmeaza vom arata ca teorema de punct fix pentru operatori ciclici

Zamfirescu demonstrata in [67] de Petric gi Zlatanov este o consecintd a Teoremei

B.2.1

Teorema 3.2.2 ([67], T 3.1). Fie Ay, A, ..., Ap, Apy1 = Ay submultimi nevide §i in-
chise ale spatiului metric (X, d) si presupunem ca T : UY_ A; — UY_| A; este un operator
ciclic, pentru care exista numerele reale a € [0,1), b € [0, %) st ce [0, %) astfel incat
pentru orice pereche (x,y) € A;x Ay, pentrui € {1,2,...,p}, cel putin una din relatiile
urmdtoare este adevarata:

(z1) d(Tx,Ty) < ad(x,y);

(20) d(Tx,Ty) < bld(z,Tx) +d(y, Ty)l;

(23) d(Txz,Ty) < cld(z,Ty) +d(y, Tx)].
Atunci T este PO.

3. Teoreme de punct fix pentru operatori G-Ciri¢-Reich-Rus

In aceastd sectiune vom extinde notiunea de operator Cirié-Reich-Rus introduss de
Rus [80] si Reich [75] pentru spatii metrice inzestrate cu un graf i vom da conditii

suficiente ca un astfel de operator sa fie PO.

Definitia 3.3.1 (F. Bojor, [24]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G.
Operatorul T : X — X se numeste operator G-Ciric-Reich-Rus dacd:
1. Vx,y € X cu proprietatea (z,y) € E(G) avem ca (Tz,Ty) € E(G).
2. exista numerele pozitive a,b,c cu a + b+ ¢ < 1, astfel incat, pentru orice
(x,y) € E(G), are loc relatia:

d(Tz,Ty) < ad(z,y) +bd (z,Tx) + cd (y,Ty) .

Exemplul 3.3.1. Orice operator Ciric-Reich-Rus este un operator GO—Oiric‘—Reich—
Rus, unde graful Gy este definit prin V (Gy) = X st E(Go) = X x X.

Exemplul 3.3.2 (F. Bojor, [24]). Fie multimea X = {0,1,2,3} inzestrata cu metrica
euclidiand dg. DefinimT : X — X, prinTx =0, for x € {0,1} and Tx =1, forx €
{2,3}. Atunci T este un operator G-Ciric-Reich-Rus cu constantele a = %, b=0gsic=
5, unde G = {(0,1);(0,2);(2,3);(0,0);(1,1));(2,2);(3,3)}, dar nu este un operator
Cirié-Reich-Rus deoarece d (T1,T2) =1,d(1,2) =1, d(1,T1) =1 si d (2,T72) = 1.

Observatia 3.3.1 (F. Bojor, [24]). Daci T : X — X este un operator G-Cirié-Reich-
Rus, a # b si arcele grafului G nu sunt simetrice atunci conditia 2. din Definitia[3.5.1]

nu este echivalentda cu urmdatoarea:
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2 exista numerele pozitive a,b cu proprietatea a + 2b < 1 astfel incait, pentru

orice (x,y) € E(G), are loc relatia:
d(Tz,Ty) < ad(z,y) +bd(z,Tx) + d(y,Ty)].
ci doar 2/ = 2.

Pentru inceput prezentam urmatoarea lema.

Lema 3.3.1 (F. Bojor, [24]). Fie (X,d) un spatiuv metric inzestrat cu un graf G si T :
X — X un operator G-Ciirié-Reich-Rus. Daci x € X verificd conditia (x,Tz) € E (G)

atunce

(3.46) d (T"x, T”+1x> <a"d(x,Tx)
pentru orice n € N, unde av = ‘f—f’;

Lema 3.3.2 (F. Bojor, [24]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G si
T : X — X un operator G-Ciric-Reich-Rus astfel incat graful G este T'—conex. Pentru

orice v € X girul (T"x), o este un sir Cauchy.

Teorema de punct fix corespunzatoare operatorilor G-Ciric-Reich-Rus este urma-

toarea:

Teorema 3.3.1 (F. Bojor, [24]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G si
T:X — X un operator G-Ciric-Reich-Rus. Presupunem ca:
(i.) G este T—conex;
(ii.) pentru orice (Tn,),cy $ir de elemente din X cu proprietatile v, — x i (T, Tni1) €
E(G) pentru orice n € N avem ca ewista un subsir (T, ),y C (Th,, ) €

E (G) pentru orice n € N.
Atunci T este PO.

Urmatoarul exemplu ne arata ca conditia (ii.) este necesara pentru ca un operator

G-Ciri¢c-Reich-Rus si fie PO.

Exemplul 3.3.3 (F. Bojor, [24]). Fie mulfimea X := [0,1] inzestratd cu metrica

euclidiana dg. Definim graful G prin
E(G) =A{(z,y) € (0,1] x (0,1] [z =y} U{(0,0),(0,1),(1,0)}
Fie
T:czz pentru z € (0,1], 51 70 =1

FEste usor de verificat ca (X, d) este un spatiu metric complet, G este T—conex si T'

1

este un operator G-Ciric-Reich-Rus cu constantele a = %, b= 15,

c= %. FEste evident

ca, T"x — 0 pentru orice x € X, dar T nu are puncte fixe.
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Urmatorul exemplu ne arata ca graful G trebuie sa fie T'—conex pentru ca un
operator G-Cirie-Reich-Rus 7T si fie PO.

Exemplul 3.3.4 (F. Bojor, [24]). Fie mulfimea X = [0,00) inzestratd cu metrica
euclidiana dg st

T:X—-X, Tr=x+5
Definim graful G prin

V@ =X EG) ={(r,x+a),(x+a,z):2€ X, acl01]}

Atunci (X, d) este un spativ metric complet, G este conex deoarece pentru orice
r,y € X sirulxg = 2,01 = x4+, 29 = 2420, ...,x, = x+na =y, unden = [z —y|+1
si a = =2 este un drum in G de la v la y. Graful G nu este T'—conex deoarece
(x,Tz) ¢ E(G) pentru orice v € X.

Pentru orice (x,y) € E(G) ne rezulta ci (Tx,Ty) = (x+5,y+5) € E(G) si T
verifica relatia 2. din Definitia cu constantele a = c=3d

orice v € X, a € [0, 1] avem ca

eoarece pentru

dg (Tx,T(z+a))=|lr+5—rx—a—-5=a<1

war
1 1
adg (z,x + a) + bdg (z,Tz) + cdg (v + o, T (x + @) = 6a+60 > 1.

Evident, sirul (T™x),,cmatneen M0 €ste convergent pentru orice v € X siT' nu are puncte

fize.

Corolarul 3.3.1 (F. Bojor, [24]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G i T : X — X un operator. Presupunem ca:
(i.) G este slab T'—conex;
(ii.) existd numerele pozitive a $i b cu proprietatea a + 2b < 1 astfel incat, pentru
orice (z,y) € E(G), vom avea ca (Tz,Ty) € E (G) si
d(Tz,Ty) < ad(z,y) + b[d(z,Tx) + d(y,Ty)];
(iii.) pentru orice (1,,),cy sir de elemente din X, dacd v, — T §i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (Ty,),cy U (Th,,T) €

E (G) pentrun € N.
Atunci T este PO.

Corolarul 3.3.2 (F. Bojor, [24]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un

graf G si'T : X — X o Banach G-contractie. Presupunem ca:
(i.) G este slab T'—conex;
(ii.) pentru orice (x,),cy sir de elemente din X, dacd x, —  §i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exvista un subsir (zy,),cy U (Th,,T) €

E (G) pentrun € N.
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Atunci T este PO.

Corolarul 3.3.3 (F. Bojor, [24]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G si T : X — X un operator G—Kannan. Presupunem ca:
(i.) G este slab T'—conez;
(ii.) pentru orice (1,),cy sir de elemente din X, dacd x, — T §i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (Ty,),cy U (Th,,T) €
E (G) pentru n € N.

Atunci T este PO.

Din Teorema [3.3.1, vom obtine urmatorul corolar referitor la operatorul de tip

Ciri¢-Reich-Rus in spatii metrice partial ordonate.

Corolarul 3.3.4 (F. Bojor, [24]). Fie (X, <) o multime partial ordonatd si d o metricd
pe X astfel incat spatiul metric (X,d) este complet. Fie T : X — X un operator

crescator care verifica relatiile:

(i.) exista numerele reale pozitive a,b > 0 cu a + 2b < 1, astfel incdt, pentru orice

rz,y € X cux <y avem ca
d(Tz,Ty) < ad (z,y) + b[d(z, Tx) + d(y,Ty)] .

(ii.) pentru orice x,y € X, elemente incomparabile din (X, <), existd z € X astfel
incat r<z,y<zsiz< Tz
(7ii.) daca un gir crescator (x,) converge la x in X, atunci x, < x pentru orice
n € N.
In aceste conditii T este PO.

In ceea ce urmeazi vom demonstra ci teorema de punct fix pentru operatorii Cirie-
Reich-Rus ciclici demonstratd de [65] by Petric este o consecintd a Teoremei [3.3.1]

Teorema 3.3.2 (M. Petric, [65]). Fie Ay, Ao, ..., Ay, Apr1 = Ay submullimi nevide si
inchise ale spatiului metric complet (X, d). Presupunem ca T : U_jA; — UP_| A; este
un operator ciclic,si exista numerele pozitive a, b, c cu proprietatea a + b+ ¢ < 1 astfel

incat pentru orice (z,y) € A; X Aiy1, cui € {1,2,...,p}, avem cd
d(Tz,Ty) < ad(z,y) +bd (z,Tx) + cd (y,Ty) .

Atunci T este PO.

4. Teoreme de punct fix pentru (G, ¢) —contractii

Folosind aceiagi tehnica ca in sectiunile precedente vom introduce notiunea de

(G, ¢)-contractie si vom da conditii suficiente pentru ca o astfel de contratie sa fie
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PO, condi

c tii care vor generaliza teoremele existente referitoare la ¢-contractii.

Definitia 3.4.1 (F. Bojor, [23]). Fie (X,d) un spaliu metric inzestrat cu un graf G.
Aplicatia T : X — X se numeste (G, p) — contraction daca:
1.Vz,ye X ((z,y) € E(G) = (Tx,Ty) € E(GQ)).

2. exista o functie de comparalie ¢ : Ry — Ry astfel incat:
d(Tz,Ty) < ¢ (d(z,y))

pentru orice (x,y) € E(G).

Observatia 3.4.1. Dacd T este o (G, @) —contractie, atunciT este atat (G, ) — contractie
cat si (C:’7 <p> —contractie. Aceasta fiind o consecintd a simetriei distantei si a relatiei
1.

Exemplul 3.4.1. Orice p—contractie este o (Gg, @) —contractie, unde graful G este
definit prin E (Gy) = X x X.

Exemplul 3.4.2. Orice G—contractie este o (G, @) — contractie, unde functia de com-

paratie este ¢ : Ry — Ry, ¢ (t) = at.
Primul rezultat referitor la aceasta notiune este urmatorul:

Teorema 3.4.1 (F. Bojor, [23]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G i
T:X — X. Presupunem ca:
(i.) G este slab conex;
(ii.) exista vo € X astfel incat (xg,Txy) € E (é), iar sirul (T"xg), cy are propri-
etatea: exista k, ng € N astfel incat (Tk”xO,Tkmxo) ek (é) pentru orice
m,n € Nm,n = ng;
(1i.)q T este orbital continuu
sau
(ii1.)y T este orbital G-continuu si exista un subsir (T xg), oy al sirului (T"zg),, oy
astfel incat (T™ xo,2*) € E (G) pentru orice k € N;
(iv.) ezista o functie de comparatie p : Ry — Ry astfel incat T este o (G, ) —contractie;
(v.) metrica d este completa.

In aceste conditii T este PO.

Observatia 3.4.2 (F. Bojor, [23]). Teorema este o generalizare a Teoremei 3.3
din [64].

Daca imbunatatim proprietatile operatorului 7" vom putea sa renuntam la un-
ele proprietati ale grafului G. In continuare vom considera ci ¢ este functie de

(¢) —comparatjie.
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In cele ce urmeaza vom demonstra ca covergenta sirului aproximatiilor succesive

ale unei (G, ¢) —contractie este strans legata de conectivitatea grafului G.

Teorema 3.4.2 (F. Bojor, [23]). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) G este slab conex;
(ii) pentru orice (G, ) —contractie T : X — X six,y € X date, sirurile (T"x), .y
st (T"y),,en Sunt echivalente Cauchy;
(7ii) pentru orice (G, ) —contractie T : X — X, card (Fr) < 1.

O consecinta imediata a Teoremei [3.4.2] este:

Corolarul 3.4.1 (F. Bojor, [23]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G slab conex. Pentru orice (G, ) —contractie T : X — X, existd un unic x* € X

astfel incat lim T"x = x* pentru orice x € X.
n—oo

Urmatorul exemplu ne arata ca nu putem imbunatati Corolarul adaugand ca

x* este un punct fix a lui 7.

Exemplul 3.4.3 (F. Bojor, [23]). Fie mulfimea X := [0,1] #nzestratd cu metrica

euclidiana. Definim graful G prin
E(G) ={(z,y) € (0,1] x (0,1] |z >y} U {(0,0),(0,1)}
Fie
T i 1
Tx:Z pentru xG(O,l],@TOZZ

FEste simplu de verificat ca G este slab conex si T este o (G, ) —contractie cu

¢ (t) = L. Bvident, T"x — 0 pentru orice v € X, dar T nu are puncte.
Demonstrarea teoremelor de punct fix depind de urmatorul rezultat

Propozitia 3.4.1 (F. Bojor, [23]). Presupunem caT : X — X este o (G, ) —contractie

astfel incatpentru un ro € X, Ty € [ilfo]é. Fie éxo componenta lui G care-l contine pe

xo. Atunci [xo]g este invariantd in raport cu T si Tl _ este o (ém, gp) — contractie.
G

Mai mult, daca x,y € [xo]z, atunci (T"x), o $i (T"x), oy sunt Cauchy echivalente.

el
Teorema 3.4.3 (F. Bojor, [23]). Fie (X,d) un spatiu metric complet, si fie tripletul

(X,d, G) avand urmdatoarea proprietate:

(3.47)
pentru orice sir (), de elemente din X, dacd x, = © st (Ty,Tni1) € E(G)

pentru orice n € N atunci existd un subsir (T, ),eny €t (Tk,,r) € E(G) pentru oricen € N.

FieT : X — X o (G, p)—contractie, si Xr = {x € X |(z,Tz) € E(G)}. Atunci

au loc urmatoarele relatii.

(1) cardFr = card{[x]é |z € XT}.
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(2) Fr # 0 daca si numai daca X7 # 0.
(3) T are un unic punct fir dacd §i numai dacd existd xo € Xy astfel incit Xp C
[0l -
(4) Pentru orice x € Xp, T |z~ este PO.
G
(5) Daca Xt # 0 si G este slab conex, atunci T este PO.
(6) Daca X' :=U {[:L‘]a |z € G’} atunci T |x este WPO.
(7) Daca T C E (G), atunci T este WPO.

Corolarul 3.4.2 (F. Bojor, [23]). Fie (X,d) un spatiuv metric complet e-inlantuit

pentru un € > 0, adica, pentru x,y € X date, exista N € N si un sir (xi)i\io astfel incat
xg=z,on =y §i d(x;_1,x;) < € pentru orice : = 1, ..., N.

FieT : X — X un operator si ¢ : R — Ry o functie de (¢) —comparatie astfel incat

(3.48) Ve,y € X (d(z,y) <e=d(Tz,Ty) < p(d(z,y)))

Atunci T este PO.

In continuare vom demonstra cd teorema de punct fix pentru ¢ contratii ciclice
introdusa de Pacurar si Rus [69] este o consecinta a Teoremei [3.4.3] Vom prezenta si

demonstra o varianta putin modificata a acestei teoreme.

Teorema 3.4.4 (Pacurar, Rus, [69]). Fie (X, d) un spativ metric complet, Ay, As, ..., A, €
Pce(X),Y = 6 Ai, ¢ : Ry — Ry o functie de (c)-compartie st T 1Y — 'Y un opera-
i=1

p

tor. Presupunem ca |J A; este o reprezentare ciclica a lui'Y in raport cu T si T este
i=1

o w—contractie ciclica, adica verifica relatia:

(3.49) d(Tz, Ty) < ¢ (d(z,y))

pentru oricex € A;, y € Ay, undel <@ < p si Ay = Ay, Atunci T are un unic
p

punct fiv ¥ € ( A; dar sirul Picard {T"x},  converge la x* pentru orice valoare
=1

1=

mitiala x €Y.

5. Teoreme de punct fix pentru operatori G-Bianchini

In aceasta sectiune, vom generaliza conditia de contractie introdusa de Bianchini

in [21] si implicit teorema de punct fix corespunzatoare.

Definitia 3.5.1 (F. Bojor, [27]). Fie (X, d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G.

Operatorul T : X — X se numeste un operator G-Bianchini daca:

1. Pentru orice (z,y) € E(G) avem ca (Tz,Ty) € E(G).
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2. exista a € [0,1) astfel incat:
d(Tx,Ty) < amax {d(z,Tx),d(y,Ty)}
pentru orice (x,y) € E (G).

Exemplul 3.5.1. Orice operator Bianchini este un operator Go-Bianchini, unde graful
Gy este definit prin E (Gp) = X x X.

Exemplul 3.5.2 (F. Bojor, [27]). Fie X = {0, 1,2} inzestrat cu metrica euclidiand
dg. Operatorul T : X — X, Te =0, forx € {0,1} si Tx =1, forx = 2 este un

operator G-Bianchini cu constanta a = 3, unde G = {(0,1);(0,0);(1,1));(2,2)}, dar

nu este operator Bianchini deoarece d (T0,72) =1 gi
mazx {d(0,70),d(2,72)} = max {0,1} =1

. Insa este simplu de observat cd iteratia Picard (I'™x), oy converge la 0 pentru orice
x e X.

Observatia 3.5.1. Daca T este un operator G-Bianchini, atunci T este atat operator

G~1-Bianchini cdt si operator G-Bianchini.

Notatie 3.5.1. Fie X o mullime nevida, G un graf cu proprietatea V (G) = X,
T : X — X un operator si ng € N. Vom nota

Xpno = {z € X \(T”Ox, ) € E(G)}.
Lema 3.5.1 (F. Bojor, [27]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G i

T : X — X un operator G-Bianchini cu constanta a. Daca exista ng € N st x € X

astfel incat x € X3° atunci:
(3.50) d(T"z, T"z) < a"od (Tm0x, T )
pentru orice n € N, n > ng.

Lema 3.5.2 (F. Bojor, [27]). Fie (X,d) inzestrat cu un graf G si T : X — X un

operator G-Bianchini cu constanta a. Daca graful G este slab conex si

(3.51) U X = X

neN

atunci, pentru x,y € X fizate, exista r (x,y) = 0 si k (z,y) € N astfel incat
(3.52) d(T"z, T™y) < a" *@Vr (2, y)
pentru orice n € N*,n >k (x,y).

Principalul rezultat al acestei sectiuni este urmatoarea teorema.

Teorema 3.5.2 (F. Bojor, [27]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G i

T : X — X un operator G-Bianchini. Presupunem ca:
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(i.) G este slab conex;
(ii.) U Xgn = X;
neN
(iii.) pentru orice (xy,),cy din X, dacd x, — x §i (Tn, Tny1) € B (é) pentru orice n €
N atunci existd un subsir (Ty, ), ey U (Th,,r) € E (é) pentru orice n € N.

Atunct T este PO.

Exemplul urmator ne arata ca (iii.) este o conditie suficienta pentru ca un operator
(G-Bianchini sa fie PO.

Exemplul 3.5.3 (F. Bojor, [27]). Fie X := [0,10] inzestrat cu metrica euclidiand
d(z,y) = |r —y|, pentru orice x,y € X. Definim graful G prin

E(G) ={(z,y) € (0,10] x (0,10] |z >y} U{(0,0),(0,10)}

Fie
x )
T:c:Z for x € (O,lO],andTOzi

FEste simplu de verificat ca (X, d) este un spatiu metric complet, G este slab conex

st T' este un operator G-Bianchini cu constanta a = % Pentru orice x € (0,10] vom

avea cd (x,Tz) = (:U, %) € E(G) deoarece x > £ deci (0,10] C Xpo si (T0,7%0) =

(%, %) € E(G) deci 0 € Xp1. In consecintd \J Xgn = X. Dar , T"x — 0 pentru orice
neN

x € X si T nu are puncte fixe.

Urmatorul exemplu ne arata ca graful GG trebuie sa fie slab conex pentru ca un

operator GG-Bianchini sa fie PO.
Exemplul 3.5.4 (F. Bojor, [27]). Fie X := [0,1] inzestrat cu metrica euclidiand
d(x,y) = |z —y|, pentru orice x,y € X si
T:L':Z pentru z € (0,1],si 70=1
Definim graful G prin
VI(G)=Xsi E(G)={(z,y) €[0,1) x[0,1) |z >y} U{(1,1)}.

Atunci (X, d) este un spatiu metric complet, G nu este slab conex deoarece nu exista

nici un drum tn G de la 0 la 1, conditiile (i) si (ii1) sunt adevarate si'T este un operator

G-Bianchini cu constanta a = % Sirul T"x converge la 0 pentru orice x € X, dar T

nu are puncte fize.

Prima consecinta a teoremei de mai sus se refera la punctele fixe ale unui operator

Bianchini in spatii metrice partial ordonate.

Corolarul 3.5.1 (F. Bojor, [27]). Fie (X,<) o multime partial ordonata d o metrica
pe X astfel incat spatiul metric (X,d) sa fie complet. Fie T : X — X un operator

crescator astfel incat urmdatoarele afirmatii sunt adevdrate:
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1. Exista a € [0,1) astfel incat d(Tz,Ty) < a-max{d(z,Tx),d(y,Ty)} pentru orice
r,y € X cux <y;

2. Pentru orice x € X existd n, € N astfel incat Tm=x si T x sunt elemente
comparabile in (X, <);

3. Daca un sir (z,) converge la x in X, atunci exista un subsir (Ty,), oy CU Tp, < T

pentru orice n € N.

Atunci T este PO.

In ceea ce urmeaza vom demonstra ca teorema de punct fix pentru operatori ciclici

Bianchini demonstrata in [?] de Petric este o consecintd a Teoremei [3.5.2]

Teorema 3.5.3 (M. Petric, [65]). Fie p < 2 §i Ay, As, ..., Ay, Ay = Ay submulfimi
nevide gi inchise ale spatiului metric complet (X,d) si presupunem ca T : U_jA; —
U, A; este un operator ciclic pentru care exista a € [0,1) astfel incat pentru orice
pereche (x,y) € A; X Ajrq, cui € {1,2,....p}, avem ca

d(Tx,Ty) < a-max{d(z,Tz),d(y, Ty)}.

Atunci T este PO.



CAPITOLUL 4

Cateva extinderi ale teoremelor de punct fix in

spatii metrice inzestrate cu un graf

In ultimul capitol al tezei, Capitolul 4, extindem teoremele de punct fix din capitolul
precedent in doua contexte diferite:
a) lucrdnd in spatii metrice G-complete;
b) lucrand pe multimi inzestrate cu doua metrici(teoreme de tip Maia).

Contributiile autorului din acest capitol sunt: Definitia [4.1.2] Exemplul si
Teoremele [4.1.1),

1. Teoreme de punct fix in spatii metrice G-complete

In anul 1971 Ciri¢ [33] a extins teoremele de punct fix pentru operatorii contractivi

pentru spatii metrice care nu sunt complete dar care sunt orbital complete.

Definitia 4.1.1 (Ciri¢ [33]). Fie (X,d) un spatiu metric si T : X — X un operator.
Spunem cd spatiul X este orbital complet daca orice sir Cauchy inclus in O (x,00) =

{z,Tx, T%z,....}, pentru un x € X este convergent

Folosind acest concept mai multi autori au introdus si au demonstrat teoreme de
punct fix [32], [33], [6], [84], in acest cadru mai general.

In cele ce urmeaza vom considera ca (X, d) este un spatiu metric inzestrat cu un
graf G cu proprietatile V (G) = X i A = {(z,2) |z € X} C E(G) si vom generaliza

conceptul din definitia anterioara pentru astfel de spatii.
Definitia 4.1.2. Spunem ca spatiul metric (X, d) este G-complet daca orice sir Cauchy

(%n),en Cu proprietatea

(Tn, Tpy1) € E (é) , pentru orice n € N

este convergent.

Se observa ca orice spatiu metric complet este un spatiu metric G-complet pentru
orice graf GG dar reciproca este in general falsa dupa cum se poate vedea din exemplul

urmator.

33
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Exemplul 4.1.1. Fie multimea X = [0,00) N Q care in raport cu metrica euclidiand

este un spatiu metric. Definim graful G prin
V(G =Xs$E(G)={(z,0)|r e X}
Daca (xy),cy este un sir Cauchy cu proprietatea
(Tp, Tpy1) € E (é) , pentru orice n € N

atunci sirul (xy),cy are un subsir constant 0 deci este convergent la 0. Dar spatiu
metric X nu este complet deoarece sirul (ey), oy, definit prin e, = (1 + %)n nu este

convergent in X.
In continuare vom extinde Teorema m [26] la spatii metrice G' complete.

Teorema 4.1.1. Fie (X, d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G astfel incat spatiul
(X,d) sd fie G complet. Dacd:

. T : X — X este un operator G-Kannan cu constanta a;

7. graful G este slab T-conex;
din X, cu proprietatile v, — x §i (Tn,Tpy1) € E (é)

iii. pentru orice $ir (Tn),cy

pentru orice n € N existd un subsir (vy,), oy ct (Tg,,x) € E (é) VneN.
Atunci T este PO.

In mod analog se pot demonstra teoreme de punct fix pentru operatori G-Zamfirescu,

G-Ciri¢-Reich-Rus, G-Bianchini in spatii metrice G-complete.

2. Teoreme de tip Maia pentru operatori G-Kannan

In [56] Maia a demonstrat urmitoarea teorems:

Teorema 4.2.1 (Maia, [56]). Fie X o multime nevidd, d si p doud metrici pe X gi
T : X — X un operator. Presupunem ca:
i. d(z,y) < p(x,y), Ve,y € X;
i. (X, d) este un spatiu metric complet;
iii. T : (X,d) = (X,d) este continuu,
. T: (X, p) = (X, p) este 0 a contractie cu constanta a € [0,1);
Atunci T este PO.

Alte extinderi gi generalizari ale teoremei lui Maia au fost facute in [59], [58].
Extinderea Teoremei lui Maia pentru operatori G-Kannan pe spatii metrice inzestrate

cu un graf este data de urmatoarea:

Teorema 4.2.2. Fie X o multime nevida inzestrata cu un graf G, d si p doud metrice

pe X st T : X — X un operator. Presupunem ca:
i. d(z,y) < p(v,y), Yo,y € X;
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it. (X,d) este un spatiu metric complet;

ii. T : (X,d) = (X,d) este continuu,

. T:(X,p) = (X, p) este un operator G-Kannan cu constanta a € [O, %),
v. graful G este slab T-conex.

Atunci T este PO.

In mod analog se pot obtine teoreme de punct fix de tip Maia pentru operatori
G-Zamfirescu, G-Cirié¢-Reich-Rus, G-Bianchini.
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