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Introducere

Teoria punctului fix este un domeniu foarte vast al analizei neliniare, cu o
evolutie expansiva 1n ultimele decenii, iar literatura de specialitate cuprinde, astfel,
o multitudine de lucrari pe aceasta importanta tema de cercetare.

Rezultatul fundamental din teoria punctului fix este Principiul Contractiei al
lui Picard-Banach-Caccioppoli [11], care a generat importante directii de cerce-
tare si aplicatii ale acestei teorii la ecuatii functionale, ecuatii diferentiale, ecuatii
integrale etc.

Problema rezolvarii unei ecuatii neliniare implica aproximarea punctelor fixe
ale operatorilor de contractie corespunzitori. In acest sens, existd diverse metode
de aproximare a punctelor fixe, cum ar fi iteratia Picard, aceasta fiind cea mai uti-
lizata in cazul operatorilor strict contractivi, dar si iteratiile Krasnoselskij, Mann,
Ishikawa etc.

In aplicatiile practice, este important si se stabileasci dacd aceste metode
sunt numeric stabile sau nu. O iteratie de punct fix este numeric stabila daca
micile modificari de aproximatie datorate calculelor vor produce, de asemenea,
mici modificari ale valorii aproximate a punctului fix, calculat folosind metoda
respectiva.

Conceptul de stabilitate este fundamental in multe domenii matematice, pre-
cum Ecuatiile Diferentiale, Ecuatiile cu Diferente, Sistemele Dinamice, Analiza
Numerici etc. In cazul nostru, domeniul de interes este teoria stabilititii in Sis-
temele Dinamice Discrete.

In acest context, unul dintre conceptele de stabilitate folosite in lucrare este cel
considerat de catre Harder [44], Harder si Hicks [45], [46], care au studiat in mod
sistematic aceasta problema. Alte rezultate de stabilitate pentru diverse metode
iterative de punct fix si pentru variate clase de operatori neliniari au fost obtinute
de catre Berinde [21], [22], [23], Imoru si Olatinwo [49], Osilike [63], [64], Osilike
si Udomene [65], Rhoades [78], [79] si multi altii.
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Subiectul acestei lucrari trateaza problema stabilitatii iteratiilor de punct fix,
punct fix comun, puncte de coincidenta si puncte triple fixe, pentru diferite clase
de operatori.

Materialul de studiu este organizat pe sase capitole, adaugand o introducere si

o lista a resurselor bibliografice, dupa cum urmeaza:

Primul capitol, intitulat Preliminarii, furnizeaza terminologia, conceptele de
baza si notatiile din teoria punctului fix folosite in aceasta teza. Marea majoritate
a materialului cuprins este preluat din monografia dlui prof. univ. dr. V. Berinde
[22], intitulata "lterative Approximation of Fixed Points". De asemenea, au fost
utilizate gi alte resurse bibliografice: [1], [6], [48], [50], [52], [85], [86].

Al doilea capitol, denumit Stabilitatea metodelor iterative de punct fix,
punct fix comun si puncte de coincidenta pentru operatori ce satisfac
conditii de contractie definite in mod explicit, prezinta conceptul de stabili-
tate a metodelor iterative de punct fix si studiaza cele mai importante contributii
in acest domeniu.

Una dintre acestea a fost realizata de catre dl. prof. univ. dr. V. Berinde
[22], care a introdus un concept mai natural de stabilitate, numit stabilitate slaba,
adoptand sirurile aproximante in locul sirurilor arbitrare, in definitia stabilitatii.
Urmand acest concept, am continuat studiul problemei stabilitatii slabe pentru
iteratii de punct fix comun, pentru anumite clase de operatori de contractie.

Contributiile originale ale acestui capitol sunt: Definitia Teorema |4.4)
Teorema Exemplele 6.4, Exemplul Exemplul [6.6] Definitia si
Teorema [7.71

Multe dintre acestea au fost publicate in lucrarile: [94] (Timis, 1., On the
weak stability of fixed point iterative methods, prezentata la ICAM7, Baia Mare,
1-4 Sept. 2010), [95] (Timis, 1., On the weak stability of Picard iteration for
some contractive type mappings, An. Univ. Craiova Ser. Mat. Inform. 37 (2)
(2010), 106-114), [96] (Timis, 1., On the weak stability of Picard iteration for
some contractive type mappings and coincidence theorems, International Journal
of Computer Applications 37 (4) (2012), 9-13) si [105] (Timis, I. and Berinde,
V., Weak stability of iterative procedures for some coincidence theorems, Creative
Math. Inform. 19 (2010), 85-95).
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Al treilea capitol, intitulat Stabilitatea metodelor iterative de punct fix,
punct fix comun si puncte de coincidenta pentru operatori ce satisfac
conditii de contractie definiti Tn mod implicit, studiaza stabilitatea iteratiei
Picard si a iteratiei Jungck pentru puncte fixe comune gi puncte de coincidenta,
pentru operatori de contractie care satisfac diverse relatii implicite, cu un anumit
numar de parametri.

Mai multe teoreme de punct fix si punct fix comun au fost recent unificate prin
considerarea unor conditii generale de contractie exprimate prin relatii implicite.
Aceasta constructie a fost initiata de catre dl. prof. univ. dr. V. Popa [70], [71],
[72], iar apoi, urmand acest mod de abordare, s-a constituit o parte semnificativa
a literaturii de specialitate, cu teoreme de punct fix, punct fix comun si puncte de
coincidenta, pentru cazul univoc sau multivoc, in diverse tipuri de spatii.

Deoarece pentru aceste noi teoreme de punct fix nu existau studii asupra sta-
bilitatii, dl. prof. univ. dr. V. Berinde [14], [24] a obtinut rezultate de stabilitate
corespunzatoare pentru iteratii de punct fix ascociate cu operatori de contractie
definiti in mod implicit.

Noi am continuat studiul stabilitatii iar rezultatele obtinute sunt generalizari
ale teoremelor de punct fix, respectiv ale teoremelor de stabilitate pentru iteratia
Picard existente in literatura: vezi Berinde [15], [19], [21] [22], [23], [25], Chat-
terjea [35], Harder si Hicks [45], [46], Hardy si Rogers [47], Imoru si Olatinwo
[49], Jungck [51], Kannan [53], Olatinwo [59], Osilike [64], [63], Ostrowski [66],
Popa [71], Reich [74], Reich si Rus [90], Rhoades [77], [78], [79], Rus [82], [83],
Zamfirescu [106], cat i multe dintre referintele acestora.

Rezultatele originale din acest capitol sunt: Exemplul [I.8] Teorema [I.9] Coro-
larul Corolarul [I.2, Teorema [2.10], Exemplele [3.12}{3.13] Exemplul [3.15] Teo-
rema [3.11], Corolarul [3.3]si Corolarul

Multe dintre acestea au fost publicate in [97] (Timis, 1., Stability of Jungck-
type iterative procedure for some contractive type mappings via implicit relations,
Miskolec Math. Notes 13 (2) (2012), 555-567), [99] (Timis, L., Stability of Jungck-
type iterative procedure for common fized points and contractive mappings via im-
plicit relations, lucrare prezentata la ICAMS, Baia Mare, 27-30 Oct. 2011) si [100]
(Timis, 1., Stability of the Picard iterative procedure for mappings which satisfy im-
plicit relations, Comm. Appl. Nonlinear Anal. 19 (2012), no. 4, 37-44).
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Ideea celui de-al patrulea capitol, denumit Un nou punct de vedere asupra
stabilitatii metodelor iterative de punct fix, se datoreaza dlui. prof. univ.
dr. 1. A. Rus [81], care a reunit notiunile de stabilitate din domeniul ecuatiilor
diferentiale, sistemelor dinamice, teoria operatorilor gi din analiza numerica, prin
noi notiuni.

Luand in considerare aceste notiuni, in acest capitol am studiat stabilitatea
iteratiei Picard pentru operatori care satisfac diferite conditii de contractie. In
acest sens, am ilustrat rezultatele obtinute si prin exemple.

Contributiile originale din acest capitol sunt: Teorema [[.12] Propozitia [L.1],
Corolarul [I.5] Corolarul[I.6, Corolarul[I.7] Exemplul [I.19] Corolarul [I.§| Teorema
[2.13] Corolarul 2.9, Exemplul 2.20, Teorema [2.14] Corolarul 2.10, Exemplele
- [3:28] Definitia [4.15 Definitia [4.16] Propozitia [£.2 Teorema [4.15, Teorema
si Teorema [5.1

Unele dintre acestea sunt incluse in [92] (Timis, 1., New stability results of
Picard iteration for common fized points and contractive type mappings, lucrare
prezentata la SYNASC 2012, Timigoara, 26-29 Sept. 2012).

In capitolul al cincilea, Stabilitatea metodelor iterative de puncte triple
fixe, am luat in considerare rezultatele obtinute de dl. prof. univ. dr. V. Berinde
si dl. prof. dr. M. Borcut [26], [32], care au introdus conceptul de puncte triple
fixe. Noi am continuat cercetarea, prin introducerea notiunii de stabilitate pentru
procese iterative de puncte triple fixe si am obtinut rezultate de stabilitate pentru
operatori monotoni si mixt monotoni, care satisfac diferite conditii de contractie.
Pentru ilustrarea acestor rezultate, sunt prezentate si exemple.

Contributiile originale din acest capitol sunt: Definitia [2.19] Teorema [2.18)]

Corollary [2.11] Teorema [2.19, Teorema Lema [3.3] Definitia [3.21] Teorema

3.21], Corolarul [3.12] Teorema [3.22] Teorema [3.23] Exemplul si conditiile de
contractie ([2.19))-(2.24)), (3.27))-(3.32)).
Majoritatea dintre acestea sunt publicate in [102] (Timis, 1., Stability of tripled

fized point iteration procedures for monotone mappings, Ann. Univ. Ferrara (2012)
DOI 10.1007/s11565-012-0171-7).

Capitolul al saselea, destinat Concluziilor, face o trecere in revisa a rezul-
tatelor obtinute si a contributiilor originale din aceasta teza, mentionand, de
asemenea, posibile directii de cercetare ce pot fi urmate, pornind de la rezultatele

noastre.



Multumiri

Multumesc in primul rand Bunului Dumnezeu, ca mi-a vegheat pasii si mi-a
luminat mintea pentru a pricepe Invataturile cele bune si folositoare.

Reusita oricarui proiect depinde in mare masura de incurajarea si suportul
celorlalti. Cercetarea stiintifica si elaborarea unei teze de doctorat poate fi realizata
numai printr-o indrumare deosebita, pe care am avut-o din partea Dlui. Prof.
Univ. Dr. Vasile Berinde, care m-a ghidat permanent in activitatea de pregatire
din cadrul programului de studii doctorale, mi-a fost un mentor si un exemplu
demn de urmat. Pentru tot efortul acesta, pentru rabdarea si arta cu care m-a
sprijinit, nu pot decat sa 1i multumesc, asigurandu-1 de profunda mea recunostinta.

Multumesc in mod deosebit referentilor, Dlui. Prof. Univ. Em. Dr. Toan A.
Rus, Dlui. Prof. Univ. Dr. Mihai Postolache si Dlui. Prof. Univ. Dr. Mircea
Balaj, pentru atenta citire a acestui manuscris, cat si pentru pretioasele observatii
si sugestii. De asemenea, multumesc membrilor comisiei de avizare a tezei, respec-
tiv Dlui. Prof. Univ. Dr. Nicolae Pop, Dlui. Conf. Univ. Dr. Dan Barbosu
si Dlui. Lect. Univ. Dr. Andrei Horvat-Marc, pentru sprijin si pentru sugestiile
constructive. Totodata, multumesc membrilor Departamentului de Matematica
si Informatica, pentru contributia la formarea mea, intai ca studenta, apoi ca
doctoranda, pentru sfaturile acordate cu multa bunavointa, pentru atmosfera de
cercetare gtiintifica deosebita din cadrul Seminarului Stiintific al Departamentu-
lui de Matematica si Informatica, cat si pentru observatiile pertinente primite la
sustinerea tezei in cadrul acestuia. Ii multumesc in mod special Dlui. Lect. Univ.
Dr. Andrei Horvat-Marc, pentru ajutor si consiliere tehnica in probleme de LaTeX.

Se cuvine, de asemenea, sa multumesc tuturor dascalilor pe care i-am avut de-
a lungul anilor gi care, contribuind la formarea mea, si-au pus implicit amprenta
asupra a ceea ce sunt astazi. Multumesc in mod deosebit Dnei. Prof. Gabriela
Boroica, pentru ca m-a format gi m-a pregatit sa intru in lumea matematicienilor.

Dincolo de cuvinte este recunostinta pe care o datorez familiei, parintilor si
socrilor, care, prin indelunga rabdare si nenumarate sacrificii, contribuie activ la
toate realizirile mele profesionale. Ii sunt profund recunoscitoare si ii multumesc
din suflet mamei mele, ca mi-a fost cea dintai profesoara de matematica gi mi-a
insuflat afectiunea pentru aceasta disciplina deosebita.

Pastrez pentru final cea mai frumoasa multumire, adresata sotului meu Ilie,

pentru devotamentul, sprijinul si dragostea cu care m-a Inconjurat mereu.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Scopul acestui capitol este de a furniza terminologia, conceptele de baza si

notatiile din teoria punctului fix, folosite in aceasta teza.
Marea majoritate a materialului cuprins este preluat din monografia dlui prof.

univ. dr. V. Berinde [22], intitulata "Iterative Approximation of Fixed Points".

De asemenea, au fost utilizate gi alte resurse bibliografice: [1, [6], [48], [50],

[52], [85], [86].

1. Notiuni generale din teoria punctului fix

Fie X o multime nevida si un operator 7': X — X. Vom spune ca x € X este

un puct fix al lui 7', daca
T(z) ==,

si vom nota cu Fr sau Fiz(T) multimea tuturor punctelor fixe ale lui 7.
Pentru oricare x € X dat, definim 7"(z) in mod inductiv, prin

T(x) =2, T"(x) =T (T"(2)),

si numim iterata de ordin n a lui x pentru operatorul T'. Pentru simplificarea

notatiilor, vom utiliza Tz in loc de T'(z).

Pentru oricare zo € X, sirul {z,} -, C X definit prin

Tp=Tx, 1 =T"19, n=12,..,

se numeste sirul aproximatiilor succesive cu valoarea initiald xo. Acesta este cunos-

cut, de asemenea, ca fiind iteratia Picard pornind de la xy.
Pentru un operator dat, sunt adevarate urmatoarele proprietati:

(1) Fr C Fra, pentru fiecare n € N*;

(2) Frn ={a}, n e N* = Fp = {z}.
8
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Teoria punctului fix se concentreaza asupra conditiilor cu care trebuie inzes-
trata multimea X, cat si asupra proprietatilor operatorului 7" : X — X, in scopul
obtinerii de rezultate privind:

(1) existenta gi unicitatea punctelor fixe;
(2) dependenta de date a punctelor fixe;

(3) constructia punctelor fixe.

Multimea X utilizata in teoria punctului fix acopera o mare varietate de spatii,
cum ar fi: latice, spatiu metric, spatiu liniar normat, spatiu metric generalizat,
spatiu uniform, spatiu liniar topologic etc., In timp ce conditiile impuse opera-
torului 7" sunt, in general, conditii metrice sau conditii de compacticitate.

Urmatoarea teorema este metoda clasica a aproximatiilor succesive si este de
o importanta fundamentala in teoria punctului fix. Aceasta se numeste Principiul
contractiei, sau Teorema lui Banach, sau Teorema lui Picard-Banach, respectiv

Teorema lui Picard-Banach-Caccioppoli.

Teorema 1.1. (Principiul contractiei) Fie un spativ metric complet (X,d) si
o contractie data T : X — X.

Atunci, T are un punct fix unic p, iar
T"(x) = p ( pentru n — o0 ), V€ X.

Exista diferite generalizari ale acestui principiu, obtinute aproximativ in doua

moduri:

(1) prin slabirea proprietatilor de contractie ale operatorului gi, eventual, in
compensare, nzestrand spatiul cu o structura suficient de bogata;

(2) prin extinderea structurii spatiului ambiental.

Pe de alta parte, diverse teoreme de punct fix au fost obtinute prin combinarea

acestor doua metode sau prin adaugarea altora.

Pentru a demonstra diferite teoreme de convergenta, vom utiliza cateva rezul-

tate elementare bazate pe inegalitati recurente, cum ar fi urmatoarele leme:

Lema 1.1. Fie {a,},— o, {bn}—y, doud siruri de numere nenegative si constanta
h, 0 < h <1, astfel incat

QAp+1 S han + bna n Z 0.

e Daca lim,_, b, =0, atunci lim,,_, a, = 0.
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e Daca Y )7 yb, < oo, atunci ;7 a, < oo.

Lema 1.2. Fie {en}zozo, un sir de numere reale nenegative. Atunci,

lime, =0 & T}Lrlgogk*ei:(), kel0,1).

n—00

Se presupune ca Jungck a fost primul cercetator care a pus comutativitatea in

conexiune cu rezultatele de punct fix, vezi [51].

Definitia 1.1. Fie (X, d) un spatiu metric iar S, T : X — X, doi operatori. Vom

spune ca S si T comuta daca

STx=TSx, VzxrelX.

Ca o generalizare a acestei notiuni, Sessa [85] defineste S si T ca fiind slab
comutativi daca
d(STx,TSz) < d(Sz,Tz), VzeX.
Exista diverse alte concepte care slabesc notiunea de operatori comutativi
folositd pentru stabilirea teoremelor de punct fix comun. In cazul nostru, vom

avea nevoie de urmatorul concept definit de catre Jungck [52].

Definitia 1.2. Fie un spatiu metric (X, d) iar S, T : X — X sunt doi operatori.
Vom spune ca S st T sunt compatibili, ca o generalizare a comutativitatii slabe,

daca
lim d(STz,,TSxz,) =0,

n—oo

atunct cand {x,}, ., este un sir in X, astfel incat

lim an:nli_{goTxn:t, te X.

n—oo

Jungck [52] a demonstrat, de asemenea, ca notiunea de comutativitate implica
o comutativitate slaba care, la randul ei, implica proprietatea de compatibilitate,

insa reciproca nu este in general valabila.

Definitia 1.3. Un element x € X se numeste punct de coincidenta al unei perechi
de operatori S, T : X — X, daca exista uw € X, numit de obicei punct al coinci-

dentei in X, astfel incat u = Sx = Tx.

Mai mult, Jungck [50] definegte S si T ca fiind slab compatibile dacd acestea

comuta in punctele lor de coincidenta, respectiv, daca

Sz=Tz = STz=TS5z, ze€lX.
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Jungck [52] a stabilit gi incluziunile dintre aceste notiuni, respectiv faptul ca
proprietatea de comutativitate implica proprietatea de comutativitate slaba care,
la randul ei, implica proprietatea de compatibilitate care implica proprietatea de
compatibilitate slaba, iar reciprocele acestora nu sunt in general valabile.

Pe de alta parte, Aamri gi Moutawakil [I] au introdus o notiune independenta

de notiunea de compatibilitate, dupa cum urmeaza.

Definitia 1.4. Operatorii S si T satisfac proprietatea (E.A), dacd ezista un gir
{an}2y € X, astfel incat

lim Sz, = nh_g)loTa:n =t telX.

n—oo

2. Metode iterative de punct fix

Fie un spatiu metric (X, d), o submultime inchisa D C X a lui X (de obicei,
D = X)siT: D — D un operator cu cel putin un punct fix p € Fr. Pentru
zo € X dat, vom considera sirul de iteratii {x, } -, determinat cu ajutorul metodei

aproximatiilor succesive
(2.1) Ty =T(xn 1) =T"(x9), n=12,...

Dupa cum am mentionat deja, girul definit prin este cunoscut ca fiind
strul aproximatiilor succesive sau, simplu, iteratia Picard.

Se pare cd iteratia Picard a fost introdusa de catre Liouville [56] si apoi utilizata
de Cauchy. Pentru prima data, aceasta a fost dezvoltata sistematic de catre Picard
[69] in cadrul bine-cunoscutului rezultat privind existenta gi unicitatea solutiei
problemelor cu valori initiale pentru ecuatii diferentiale ordinare, datand din anul
1890.

Atunci cand conditiile de contractie impuse asupra operatorului 7' sunt usor
slabite, iteratia Picard nu converge la punctul fix al operatorului 7', prin urmare,

trebuie luate In considerare alte metode iterative.



CAPITOLUL 2

Stabilitatea metodelor iterative de punct fix, punct fix
comun si puncte de coincidenta pentru operatori ce

satisfac conditii de contractie definite in mod explicit

Acest capitol prezinta conceptul de stabilitate a metodelor iterative de punct
fix gi trece 1n revista cele mai importante contributii in acest domeniu.

Conceptul de stabilitate este fundamental in multe domenii matematice, pre-
cum Ecuatiile Diferentiale, Ecuatiile cu Diferente, Sistemele Dinamice, Analiza
Numerica etc. In cazul nostru, domeniul de interes este teoria stabilitatii in Sis-
temele Dinamice Discrete.

In acest context, unul dintre conceptele de stabilitate folosite in lucrare este
cel considerat de catre Harder [44], Harder si Hicks [45], [46], care au studiat in
mod sistematic aceasta problema.

Stabilitatea iteratiei Picard pentru problema de punct fix in spatii metrice a
fost studiatda pentru prima data de catre Ostrowski [66]. Rezultatele obtinute au
fost ulterior dezvoltate de Harder si Hicks [46] iar apoi, acest subiect a devenit un
interes de cercetare pentru diversi autori.

O astfel de extindere a fost realizata de catre Berinde [22], care a introdus
un concept mai slab si mai natural al stabilitatii, numit stabilitate slaba, prin
adoptarea notiunii de gir aproximant in locul celei de gir arbitrar, in cadrul definitiei
stabilitatii. Urmand acest concept, noi am continuat studiul problemei stabilitatii
slabe pentru metode iterative de punct fix comun, pentru anumite clase de opera-
tori de contractie.

Contributiile originale ale acestui capitol sunt: Definitia Teorema [4.4]
Teorema Exemplele [6.2}6.4, Exemplul Exemplul [6.6] Definitia si
Teorema [7.71

Majoritatea acestora au fost publicate in [94] (Timis, I., On the weak stability
of fixed point iterative methods, lucrare prezentata la ICAM7, Baia Mare, 1-4 Sept.
2010), [95] (Timis, I., On the weak stability of Picard iteration for some contractive
type mappings, An. Univ. Craiova Ser. Mat. Inform. 37 (2) (2010), 106-114),

12
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[96] (Timis, 1., On the weak stability of Picard iteration for some contractive type
mappings and coincidence theorems, International Journal of Computer Applica-
tions 37 (4) (2012), 9-13) si [105] (Timis, I. and Berinde, V., Weak stability of
iterative procedures for some coincidence theorems, Creative Math. Inform. 19
(2010), 85-95).

1. Stabilitatea metodelor iterative de punct fix

In mod intuitiv, o metods iterativd de punct fix este numeric stabild daci,
micile modificari ale valorilor initiale sau ale datelor implicate in procesul de calcul
vor avea o influenta micd asupra valorii calculate a punctului fix.

Fie un spatiu metric (X,d). Vom defini o metoda iterativa de punct fix cu

ajutorul unei relatii generale de forma
Tpi1 = f(T,x,), n=0,1,..,

considerdnd faptul ca f(T,x,) contine toti parametrii care definesc metoda itera-
tiva respectiva, unde T : X — X este un operator iar g € X. Avem Fp # () iar
{x,},2, reprezintd un sir generat de metoda iterativd de punct fix care asigurad
convergenta acesteia catre punctul fix p al lui 7.

In aplicatii practice, pentru a calcula {xn}.2,, de obicei se urmeaza acesti pasi:

(1) Se alege valoarea initiala zy € X;

(2) Se calculeaza z1 = f (7T, x¢), Insa, datorita anumitor erori care apar in
procesul de calcul, cum ar fi unele erori de rotunjire, aproximatii numerice
ale functiilor, derivate sau integrale etc., nu se obtine valoarea exacta a
lui 1, ci una diferita, numita y;, care este, insa, suficient de apropiata de
T1, respectiv, y; & xq;

(3) In consecinta, atunci cand se calculeaza zo = f (T,z;), de fapt se cal-
culeaza valoarea lui x5 sub forma x5 = f (T, y;) si atunci, in locul valorii
teoretice a lui x, se obtine o alta valoare, numita g9, care este, din nou,
foarte apropiata dar totusi diferita de punctul zo, respectiv, yo =~ o,

s.a.m.d.

In acest mod, in locul sirului teoretic E

definit cu ajutorul metodei
iterative de punct fix date, se obtine, practic, un sir aproximant {y,} - ,. Vom

considera ca metoda iterativa de punct fix data este numeric stabila daca si numai
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daca, pentru y, suficient de aproape de x, in cadrul fiecarei etape de calcul, sirul
aproximant {y, } , totusi converge la punctul fix al lui 7.

Pornind de la aceasta idee, Harder [44] a introdus urmatorul concept de sta-
bilitate.

Definitia 1.5. [44] Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T : X — X. Fie

xg € X st presupunem ca sirul generat de metoda iterativa
(1.2) Tpyr = f(T,2,), n=0,1,2,..,

converge la punctul fix p al lui T.

Fie {yn} >y un sir arbitrar in X si definim

en =dYni1, f (T,yn)), n=0,1,2,...

Vom spune ca metoda iterativa de punct fix este T-stabila sau stabila in

raport cu T, daca st numai daca

g e =0 & Iy =p

2. Stabilitatea metodelor iterative de punct fix comun

Conceptul de stabilitate a metodelor iterative de punct fix comun pentru
perechi de operatori (S,T’) cu puncte de coincidenta a fost introdus de catre Singh,
Bhatnagar gi Mishra [87].

Pentru o multime arbitrara nevida X, fie spatiul metric (X, d).

Fie doi operatori S,7 : X — X, astfel incat 7'(X) C S(X). Pentru orice
x9 € X, consideram metoda iterativa de punct fix comun introdusa de Jungck
[51], respectiv

Stpi1 =Tx,, n=0,1,...

Metoda iterativa de punct fix comun devine iteratia Picard atunci cand S = I,
operatorul identic in X.

Jungck [51] a aratat ca operatorii S si T care satisfac
(2.3) d(Txz,Ty) < kd(Sx,Sy), 0<k<1, Ve,yeX,

au un punct fix comun in X, datorita faptului ca S i 7' comuta, T'(X) C S(X)

iar S este continuu.



3. Cateva studii asupra stabilitatii 15

Urmatoarea versiune importanta a acestui rezultat este numita in general Prin-

cipiul contractiei al lui Jungck, fiind obtinut de catre Singh si Prasad [88].

Teorema 2.2. [88] Fie un spatiu metric (X, d) si doi operatori S,T : X — X care
satisfac (2.3). Dacd T(X) C S(X) iar S(X) sau T(X) este un subspatiu complet
al lut X, atunci S si T au un punct de coincidenta.

Pentru orice xg € X, existd un sir {z,},—, in X, astfel incit Sz, = Ty,
n =0,1,2,... Presupunem cd {Sx,}, ., converge la Sz, pentru un z in X iar
Sz =Tz = u, respectiv, punct al coincidentei lui S siT.

Daca S si T comuta doar in punctul z, atunci S si T au un unic punct fix

comun.

Definitia 2.6. [88] Fie un spatiu metric (X,d) si doi operatori S, T : X — X.
Fie z un punct de coincidenta al lui T si S, respectiv, Sz =Tz = u.

Pentru orice xy € X, consideram girul {Sx,}. ., generat de metoda iterativa
(2.4) Stpy1=Tx,, n=12,..,

i presupunem cd acesta converge la w € X. Fie sirul arbitrar {Sy,},—, C X si
definim €, = d(Syns1,Tyn), n=0,1,2 ...
Atunci, metoda iterativd [2.4] este (S, T)-stabild sau stabild in raport cu (S,T),

daca si numai daca lim, €, =0 = lim, .o Sy, = u.

Anumiti autori denumesc ([2.4]) ca fiind metoda iterativa de punct fix comun a
lui Jungck.

Definitia se reduce la definitia stabilitatii metodelor iterative de punct fix
a lui Harder i Hicks [45], [46], cind S = I, operatorul identic in X.

Pentru mai multe exemple privind aspectul practic si importanta teoretica a
stabilitatii in cazul n care S este operatorul identic in X, din definitia anterioara,
vezi Berinde [22].

3. Cateva studii asupra stabilitatii

Dupa cum am mentionat in paragraful 1, primul rezultat de stabilitate pentru
proceduri iterative de punct fix a fost obtinut de Ostrowski [66].
Harder [44] a introdus conceptul de stabilitate pentru procese generale de punct

fix, realizdnd un studiu sistematic si obtinand rezultate de stabilitate care extind
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teorema lui Ostrowski gi pentru cazul operatorilor care satisfac conditii de con-
tractie mai generale.

Harder gi Hicks [46] au demonstrat stabilitatea unor variate metode iterative,
utilizind operatori T care satisfac diferite conditii de contractie. Rhoades [78]
a extins unele dintre rezultatele lui Harder gi Hicks [46] inspre noi definitii de
contractie, obtinand teoreme de stabilitate pentru metode iterative suplimentare
de punct fix.

Mai mult, Rhoades [79] a continuat cercetarea stabilitatii prin utilizarea unei
conditii mai generale decat conditiile de contractie studiate de Harder si Hicks
[46]: pentru un spatiu liniar normat (E, ||-||) si un operator T : E' — FE, exista o

constanta C', 0 < C' < 1, astfel incat, pentru fiecare z,y € F,
(3.5) [Tz = Ty|| < CM(z,y),

unde
|z = Tz| + [ly — Ty
2 b

M(ey) = max{nx .
e~ Tyl ly — T},

obtinand rezultate de stabilitate care reprezinta generalizari si extensii ale nu-
meroaselor rezultate obtinute de Harder si Hicks [46] si Rhoades [78]. De aseme-
nea, Osilike [64] a continuat studiul stabilitatii metodelor iterative de punct fix,

pentru cazul operatorilor care satisfac conditia ((3.5)).

4. Rezultate de stabilitate pentru iteratii de punct fix comun, folosind

anumite clase de operatori contractivi

Fie un spatiu metric (X, d), Y C X si doi operatori S,T : Y — X care satisfac

urmatoarea conditie de contractie: Jg € (0, 1), astfel incat
(4.6) d(Tz,Ty) < qd(Sz,Sy), Vz,yeY.

Goebel [43] a aratat ca S gi T au un punct de coincidenta in X (vezi Buica
[33]) iar apoi Jungck [50] a demonstrat ca operatorii S si T care satisfac (4.6)) au
un unic punct fix comun in spatiul metric complet (X, d), datorita faptului ca:

(1) T(X) € S(X);
(2) S este continuu;
(3) S ¢i T comuta.
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Urmatoarea teorema este o versiune extinsa a Principiului de contractie al lui
Jungck [50] si a fost obtinut de Singh si Prasad [88].

Teorema 4.3. [88] Fie un spatiu metric (X,d), Y o submultime a lui X si doi
operatori S,'T" 1Y — X care satisfac conditia @

Daca T(Y) C S(Y), S(Y) sauT(Y) este un subspatiu complet al lui X, atunci
S si T au un punct de coincidenta (adica, existd z € Y, astfel incat Sz =Tz).

Mai mult, pentru orice xog € Y, existd un sir {z,},_, inY, astfel incdt

(1) Sxpy1 =Tz, n=0,1,2,..,

(2) {Sxz,},", converge la Sz, pentru un punct de coincidentd z din'Y'.

In plus, dacd Y = X, S §i T comutd (doar) in z, atunci S si T au un unic

punct fix comun, respectiv, Sz =Tz = z.

Pornind de la rezultatele de stabilitate obtinute de Singh si Prasad [88], am
studiat problema stabilitatii unor metode iterative de punct fix comun, pentru
anumite clase de operatori de contractie.

Dupa cum am aratat anterior, definitia (S, T)-stabilitatii proceselor iterative
utilizat in [88] se bazeazd pe alegerea unui sir arbitrar {Sy,}°°,. Insi, conform
rezultatelor obtinute de Berinde [22], nu este natural sa se considere un gir arbitrar
in Definitia deoarece, In acest mod, problema stabilitatii nu este tratata in
contextul sau general.

In acest sens, principalul nostru rezultat de stabilitate este dat de urmitoarea
teorema, care completeaza Teorema cu rezultatul privind (S, T)-stabilitatea

iteratiei lui Jungck.

Teorema 4.4. (Timig, [105]) Fie un spatiu metric (X, d), Y o submulfime a lui
X si doi operatori S, T :'Y — X care satisfac

(4.7) d(Tz,Ty) < qd(Sz,Sy), Vz,y €Y, q€[0,1).

Daca T(Y) C S(Y) si S(Y) este un subspaliu metric complet al lui X, atunci
S si T au un unic punct de coincidenta (adicd, existd z € Y, astfel incit Sz =
Tz=u.).

Mai mult, pentru orice xog € Y, existd un sir {Sxz,},_, €Y astfel incat

(i) Stypy1 =Tx,, n=0,1,2,...,

(i) {Swz,},", converge la u.

Fie un sir aprozimant {Sy,},, CY al lui {Sx,} -, si definim

€n = d(SYns1,Tyn), n=0,1,2,....
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Atunci,
(1) d(u, Syn+1) < d(u, Sxpi1) + ¢" 1 d(Szo, Syo) + i ¢ "er;
(2) lim, 00 Sy, = u, daca i numai dacd lim,,_, €, = 0, adica, iteratia este
(S, T)-stabila.

Observatia 4.1. Cazuri particulare ale Teoremei [{.4).

(1) DacaY = X, atunci din Teoremal[{.4] obtinem o extindere a rezultatului de
stabilitate pentru Principiul contractiei al lui Jungck, vezi Singh si Prasad
[RS].

(2) Daca Y = X si S = I, operatorul identic in X, atunci din Teorema
[4.4) obtinem o extindere a rezultatului de stabilitate pentru Principiul con-
tractiei al lui Banach, vezi Ostrowski [66], Harder si Hicks [46].

Teorema 4.5. (Timig, [105]) Fie un spatiu metric (X, d), Y o submultime a lui
X st doi operatori S,T :' Y — X care satisfac

(4.8) d(Tz,Ty) < qd(Sz, Sy) + Ld(Sz,Tx), Yx,y €Y, ¢ € (0,1), L > 0.

Daca T(Y) C S(Y) dar S(Y') este un subspatiu complet al lui X, atunci S si T
au un unic punct de coincidenta (adica, exista z € Y, astfel incit Tz = Sz = u).

Mai mult, pentru orice xog € Y, existd un sir {Sz,},_, €Y astfel incat

(i) Sxpi1 =Tz, n=0,1,2,...,

(it) {Sz,},—, converge la u.

Fie un sir aproximant {Sy,}.—, CY al lui {Sx,} ~, si definim
€n = d(SYns1, Tyn), n=0,1,2, ...

Atunci,
(1) d(u, Syns1) < d(u, Sxpi1) + ¢" T d(Szo, Syo) + LYo ¢ "d(Sx,, Tx,) +

n n—r .
r=0 q 67" )

(2) lim, oo Sy, =u <& lim, €, =0.

Observatia 4.2. Cazuri particulare ale Teoremei [{.5].

(1) DacaY = X, atunci din Teoremal[{.5 obtinem o extindere a rezultatului de
stabilitate pentru Principiul contractiei al lui Jungck, vezi Singh si Prasad
[8S].

(2) Daca Y = X and S = I, operatorul identic in X, atunci din Teorema
[4.5] obtinem o extindere a rezultatului de stabilitate pentru Principiul con-

tractiei al lui Banach, vezi Ostrowski [66].
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(8) DacaY = X and S = I, operatorul identic in X, atunci din Teorema
obtinem o extindere a rezultatului de stabilitate pentru Teorema de punct
fix a lui Kannan [53], vezi Harder gi Hicks [46].

(4) DacaY = X and S = I, operatorul identic in X, atunci din Teorema
obtinem o extindere a rezultatului de stabilitate pentru Teorema de punct
fix a lui Zamfirescu, adica Theorem 2 a lui Harder si Hicks [46].

(5) DacaY = X and S = I, operatorul identic in X, atunci din Teorema [4.5
obtinem o extindere a rezultatului de stabilitate pentru Teorema de punct
fix a lui Chatterjea [35].

5. Conceptul de stabilitate slaba a metodelor iterative de punct fix si

punct fix comun

In acest paragraf, vom analiza anumite rezultate de stabilitate slaba a metode-
lor iterative de punct fix existente in literatura iar apoi vom transpune acest con-
cept perechilor de operatori cu un punct de coincidenta.

Conceptul de (aproape) stabilitate nu este foarte precis datorita sirului {y,}, .,
ales in mod arbitrar. Din punct de vedere numeric, sirul {y, }, -, trebuie s fie unul
aprozimant pentru sirul {z,} ~.

Adoptéand acest concept de siruri aproximante, Berinde [22] a introdus o noti-
une mult mai naturald de stabilitate, numita stabilitate slabd. In acest caz, orice
iteratie stabila va fi, de asemenea, slab stabila iar reciproca nu este in general

valabila.

Definitia 5.7. [22] Fie un spatiu metric (X,d) si un gir dat {x,},-, C X. Vom
spune cd {yn}, -, € X este un gir aprozimant al lui {x,},_, dacd, pentru orice

k € N, exista n =n(k), astfel incit

d(Tp,yn) <1, Vn>k.

Observatia 5.3. Pot exista siruri aproximante pentru siruri convergente si diver-

gente, deopotriva.

Definitia 5.8. [22] Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T : X — X. Fie

sirul de iteratii {z,} -, cuxo € X, definit prin

i1 = f(T,z,), n>0.
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Presupunem cd {x,} ., converge la punctul fiz p al lui T. Daca, pentru orice

sir aprozimant {y,}.— o C X al i {x,},~,,

atunci se poate spune ca metoda iterativa este slab T-stabila sau slab stabila in

raport cu T.

In exemplele ilustrative ale diversilor autori care au studiat stabilitatea metode-
lor iterative de punct fix, nu erau utilizate siruri aproximante pentru {xn}zozo
pentru a arata ca iteratiile de punct fix nu erau stabile.

Berinde [22] a prezentat in detaliu citeva exemple, tocmai pentru a arata
cat de importanta si de naturala este restrictia conceptului de stabilitate la siruri

aproximante {yn}zozo pentru {xn}zo:()'

Exemplul 5.1. [22] Fie T : R — R, definit prin Tz = %x, unde R este inzestrat
cu metrica obisnuitd. T este o %—contmcﬂe, Fr ={0}.

Iteratia Ishikawa {x,} -, este T-stabild, prin urmare, aceasta este aproape
T-stabila st slab T'-stabila, de asemenea.

Cu toate acestea, Osilike [62] a afirmat ca iteratia Ishikawa nu este T-stabild,
folosind sirul {y,}.-, definit prin

n
T 1+

Yn n>0

Insd, in mod evident, acest lucru nu este adevdrat, deoarece lim,_ ooz, = 0,
fiind unicul punct fix al lui T, in timp ce y, — 1, pentru n — oo, deci, prin
constructie, {yn} -, ar trebui sa fie un gir aprozimant al lui {x,} .

Asadar, utilizand siruri arbitrare, iteratia Ishikawa nu este T-stabild.

In continuare, vom transpune conceptul de (S, T)-stabilitate utilizat de Singh
si Prasad [88], la (S, T")-slab stabilitate, in spatii metrice.

Definitia 5.9. (Timig, [105]) Fie un spatiuv metric (X,d) si doi operatori S, T :
X — X, astfel incat T(X) C S(X). Fie z un punct de coincidenta a lui S si T,

adica, un punct pentru care Sz =Tz =u € X.

oo
n=0’

Pentru orice xy € X, fie sirul de iteratii {Sx,} definit prin

(5.9) Stp = f(T,x,), n=12,..,
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st presupunem ca acesta converge la u.

Daca pentru orice sir aprozimant {Sy,}— o C X al lui {Sx,} ~,, avem ca
m d(Syni1, f(T,yn)) =0 dmplica  lim Sy, = u,

atunci putem spune cd (@ este slab (S,T)-stabila sau slab stabila in raport cu
(S,T).

6. Exemple de iteratii de punct fix slab stabile dar care nu sunt stabile

Harder si Hicks [46] au prezentat unele exemple de operatori care satisfac
anumite conditii de contractie iar iteratiile de punct fix corespunzatoare acestora
nu sunt stabile.

In continuare, vom considera citeva dintre aceste exemple, cu scopul de a
studia stabilitatea slaba a metodelor iterative de punct fix asociate lor.

Vom prezenta, de asemenea, si exemple de operatori cu un punct de coincidenta
care satisfac diverse conditii de contractie, pentru a studia stabilitatea acestora in
raport cu (S, 7).

Exemplul 6.2. (Timig, [95]) Fie T : [0,1] — [0, 1], definit prin

1 1
99 S 0,2:|
Txr = 1 ,
0 -1
, xG(Q,]

unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuita. T este continuu in fiecare punct din

0, 1], exceptand % iar T are un punct fix unic in %, vezi Harder si Hicks [46).

Dupd cum s-a ardtat in [46], T' satisface conditia
d(Tz,Ty) < max{d(z,Tx),d(y,Ty)}, Vx,ye X, z#uy.

Prin urmare, in ceea ce priveste stabilitatea, am obtinut faptul ca iteratia Picard

asociata acestui operator nu este T-stabila si nici T-slab stabila.
Exemplul 6.3. (Timig, [95]) Fie T : [0,1] — [0, 1], definit prin

0, z€[0,3]
Tx = ;
1 1
9, T S (5, 1}
unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuita. T este continuu in fiecare punct din

1

[0,1], cu exceplia lui 35, iar O reprezinta unicul punct fiv al lui T, vezi Harder si

Hicks [46].
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Pntru orice z,y € [0,1], £y, T satisface conditia
d(Tz,Ty) < max{d(z,Ty),d(y,Tz)} .

Mai mult, in ceea ce priveste stabilitatea, am obtinut faptul ca iteratia Picard

nu este T-stabila insa aceasta este T-slab stabila.

Exemplul 6.4. (Timis, [95]) Fie T : R — {0,3, 1}, definit prin

1402
%, x <0
Tr=1{1 L
T = Z,J]G 0,5 )
0, x>%

unde R este inzestrat cu metrica obisnuita. T este continuu in fiecare punct din
R, exceptand 0 si % Unicul punct fix al lui T este i, vezi Harder si Hicks [46)].
Pentru orice x,y € R, x £y, T satisface conditia
d(z,Tz) +d(y,Ty) d(z,Ty) +d(y,Tz) }
2 ’ 2 '

d(Tx,Ty) < max {d(:v, Y),

Mai mult, in ceea ce priveste studiul stabilitatii, am obtinut ca iteratia Picard

nu este T-stabila insa aceasta este T-slab stabila.

Exemplul 6.5. (Timig, [96]) Fie operatorii S, T : [0,1] — [0, 1], definiti prin

0, z€[0,3]
Ty =
%, xE(%,l}
ST
o %—x, xe[o,%} |

x—i, xe(%,l}

unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuitda. S si T sunt continui in fiecare punct

din [0,1], cu exceptia lui %, care reprezinta punctul lor de coincidenta, respectiv,

T(1) =S(3) =0=usiT(0,1) = {0, 4} s (0.1) = 0.4 U (2,2] = [0.2].
Pentru orice x,y € [0,1], x #y, T §i S satisfac conditia

d(Tx,Ty) < max{d(Sz,Ty),d(Sy,Tx)}.

Referitor la studiul stabilitatii, am obtinut faptul ca iteratia Picard nu este
(S, T)-stabila si nici (S,T)-slab stabild.



6. Exemple de iteratii de punct fix slab stabile dar care nu sunt stabile 23

Exemplul 6.6. (Timig, [96]) Fie S, T :[0,1] — [0, 1], definiti prin
=t v e 03]
Tz =
%, T e (%, 1}

ST

T — %, T e (%, 1}
unde [0,1] este inzestrat cu metrica obisnuita. S si T au doud puncte de co-

incidenta, respectiv, T (0) = S(0) = T<§> = S(§) =1 =wusT(0,1) =

1 4 2
L=y esom=(oiu( =1
Pentru orice x,y € [0,1], x £y, T si S satisfac conditia

d(Tx,Ty) < max{d(Sz,Ty),d(Sy,Tx)}.

In ceea ce priveste studiul stabilitatii iteratiei Picard, aceasta nu este (S,T)-
stabila si nici (S,T')-slab stabild.
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7. Stabilitatea si stabilitatea slaba a metodelor iterative de punct fix

pentru operatori multivoci

Prin extinderea principiilor de contractie de la operatori univoci catre operatori
multivoci, Nadler [57] a demonstrat faptul ca o contractie multivoca pe un spatiu
metric complet are punct fix. Ciric [39] a extins acest rezultat, pentru contractii
multivoce generalizate pe spatii metrice.

Conceptul de contractie slaba din cazul univoc a fost extins la operatori multi-
voci, obtindndu-se teoreme de convergenta corespunzatoare iteratiei Picard asoci-
ate acestora. M. Berinde gi V. Berinde [12] au generalizat gi au unificat o multitu-
dine de rezultate din teoria punctului fix existente in literatura, pentru operatori
de contractie univoci gi multivoci.

Pe de alta parte, Singh gi Chadha [89] au extins Teorema de stabilitate a lui
Ostrowski, respectiv Teorema din aceasta lucrare, la operatori de contractie
multivoci, folosind Teorema lui Nadler si introducand definitia stabilitati metodelor

iterative de punct fix pentru operatori multivoci.

Definitia 7.10. [89] Se considerd un spatiu metric X si un operator T : X —
Py o(X). Fie vg € X §i xpy1 € Ty, iteratia Picard asociatd operatorului T .

Fie sirul {z,} -, convergent la punctul fix u al lui T, iar {y,} —,, un sir
arbitrar. Definim €, = H (Yny1, Tyn), n=0,1,2, ...

Iteratia Tx, se numeste T-stabila, daca

lime, =0 implica lim = qu.

Primul rezultat de stabilitate pentru iteratia Picard, in cazul operatorilor mul-

tivoci, se datoreaza lui Singh si Chadha [89].

Teorema 7.6. [89] Fie un spatiu complet X si un operator T : X — By 4(X).

Presupunem ca exista numarul pozitiv ¢ < 1, astfel incat T satisface conditia
Hd(Tx>Ty) Sqd($ay)> VQT,yGX

Fie un punct arbitrar o in X gi presupunem cd sirul {z,},—, converge la
punctul fiv u al lui T.

Fie sirul {y,},—o tn X si definim €, = Hy(yn41,Tyn), n=10,1,2, ...

Daca Tu are un singur element, atunci lim,, .y, = u, daca st numai daca

lim,, o €, = 0.
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Ulterior, Czerwik, Dlutek si Singh [41] au studiat stabilitatea iteratiei Picard
pentru operatori multivoci in spatii b-metrice. Mai mult, Singh, Bhatnagar si
Mishra [86] au obtinut o teoreméa de punct fix pentru contractii multivoce genera-
lizate in spatii b-metrice, studiind stabilitatea iteratiei Picard asociate acestora.

In continuare, vom da un rezultat de stabilitate pentru operatori multivoci,

care satisfac o aproape-contractie.

Teorema 7.7. (Timig, [104]) Fie un spatiu metric complet (X,d) si un operator
T:X — Pa(X), cu SFix(T) # ¢, care satisface

Hy(Tz,Ty) < q-d(z,y)+ L-D(z,Tx),

pentru orice v,y € X, ¢ €[0,1) si L > 0.
n=0’

Fie girul de iteratii {z,}
n > 0.

Presupunem ca sirul {z,},-, converge la x*, unicul punct fix strict al lui T,

definit prin xqg € X §i x,11 € Tx,, pentru orice

Atunci, iteratia Picard este T-stabila.

Observatia 7.4. Teorema este o generalizare a Teoremei a lui Singh si
Chadha [89]. Dacd luam L =0 in Teorema se obtine rezultatul de stabilitate
al Teoremei 7.4

Dupa cum am precizat in paragraful 2 al acestui capitol, din punct de vedere
numeric, conceptul de stabilitate slaba este mult mai natural decat cel considerat
in [41], [86], [89] etc., datorita sirului ales in mod arbitrar. Asadar, orice iteratie
stabila va fi, de asemenea, slab stabila iar reciproca nu este, In general, valabila.

In continuare, vom face transpunerea Definitiei a stabilitatii slabe 1n raport

cu T', catre operatori multivoci.

Definitia 7.11. (Timig, [104]) Fie un spatiu metric (X,d) si un operator mul-
tiwvoc T : X — P, o(X). Fie sirul de iteratii {x,}, ., definit prin xo € X st

Tp1 = f(T,z,), n>0.

Presupunem ca sirul {z,},-, converge la punctul fix strict p al lui T. Daca
pentru orice sir aprozimant {y,} —, C X al lui {x,} ~,,

Jim Ha(yni1, f(Tyyn)) =0 dmplica  lim g, = p,

atunci iteratia {z,},_, este slab T-stabild sau slab stabila in raport cu T



CAPITOLUL 3

Stabilitatea metodelor iterative de punct fix, punct fix
comun si puncte de coincidenta pentru operatori ce

satisfac conditii de contractie definiti in mod implicit

Recent, diverse teoreme de punct fix si teoreme de punct fix comun au fost
unificate, considerand conditii generale de contractie exprimate cu ajutorul unor
relatii implicite. Aceasta dezvoltare a fost initiata de V. Popa [70], [71], [72]
si urméand modul respectiv de abordare, s-a realizat o parte consistenta a litera-
turii de specialitate din domeniul teoriei punctului fix, pentru operatori univoci si
multivoci, deopotriva.

Pentru aceste noi teoreme de punct fix, neexistand studii corespunzatoare
asupra stabilitatii, V. Berinde [14], [24] a obtinut rezultate de stabilitate pen-
tru metode iterative de punct fix asociate operatorilor de contractie definiti in
mod implicit.

Noi am continuat studiul stabilitatii iteratiilor Picard si Jungck, pentru puncte
fixe comune gi puncte de coincidenta, in cazul operatorilor de contractie care sa-
tisfac anumite relatii implicite, cu numar diferit de parametri.

Din moment ce o teorema de punct fix comun in spatii metrice, in general,
implica anumite conditii de comutativitate, multe studii in acest domeniu sunt
axate pe relaxarea acestor conditii. Evolutia conceptelor de comutativitate slaba
al lui Sessa [85] si de compatibilitate al lui Jungck [52], a dezvoltat diverse conditii
mai slabe, pentru a extinde teoremele de punct fix comun.

Vom prezenta, de asemenea, un rezultat general de stabilitate pentru metodele
iterative de punct fix comun de tip Jungck, in clasa operatorilor slab compatibili,
definiti cu ajutorul unei conditii de contractie implicite.

Rezultatele obtinute 1n acest capitol sunt generalizari ale teoremelor de punct
fix ¢i ale teoremelor de stabilitate pentru iteratia Picard existente in literatura:
vezi Berinde [15], [19], [22], [23], [25], Chatterjea [35], Harder si Hicks [45], [46],
Hardy si Rogers [47], Imoru si Olatinwo [49], Jungck [51], Kannan [53], Olatinwo
[59], Osilike [64], [63], Ostrowski [66], Popa [71], Reich [74], Reich si Rus [90],

26



1. Stabilitatea metodelor iterative de punct fix pentru operatori de contractie definifi prin relatii implicite 27

Rhoades [77], [78], [79], Rus [82], [83], Zamfirescu [L06], cit si multe dintre
referintele acestora.

Contributiile originale din acest capitol sunt: Exemplul[I.8] Teoremal[I.9] Coro-
larul Corolarul [1.2], Teorema [2.10] Exemplele [3.12}{3.13] Exemplul [3.15] Teo-

rema [3.11] Corolarul [3.3]si Corolarul
Majoritatea acestora au fost publicate in [97] (Timis, 1., Stability of Jungck-

type iterative procedure for some contractive type mappings via implicit relations,
Miskole Math. Notes 13 (2) (2012), 555-567), [99] (Timis, 1., Stability of Jungck-
type iterative procedure for common fized points si contractive mappings via implicit
relations, lucrare prezentata la ICAMS, Baia Mare, 27-30 Oct. 2011) si [100]
(Timis, 1., Stability of the Picard iterative procedure for mappings which satisfy
implicit relations, Comm. Appl. Nonlinear Anal. 19 (2012), no. 4, 37-44).

1. Stabilitatea metodelor iterative de punct fix pentru operatori de

contractie definiti prin relatii implicite

V. Berinde [24] a obtinut un rezultat general de stabilitate in cazul iteratiei
Picard, pentru operatori care satisfac o relatie implicita cu sase parametri, uti-
lizand mulgimea tuturor functiilor reale continue F' : RS — R, introduse de V.
Popa [71], [72], care satisfac urmatoarele conditii:

(F1,) F este descrescatoare in cea de-a cincea variabila i
F(u,v,v,u,u +v,0) <0, pentru u,v > 0 = 3h € [0, 1), astfel incat u > hv;

(F1p) F este descrescatoare in cea de-a patra variabila si
F(u,v,0,u+ v,u,v) <0, pentru u,v > 0 = 3h € [0, 1), astfel incat u > hv;

(Fi.) F este descrescatoare in cea de-a treia variabila i
F(u,v,u+v,0,v,u) <0, pentru u,v > 0 = 3h € [0, 1), astfel inct u > hv;

(Fy) F(u,u,0,0,u,u) > 0, pentru orice u > 0.

Teorema 1.8. [24] Fie un spatiu metric complet (X, d) si un operator T : X — X
pentru care exista F' € F, astfel incat, V x,y € X,

F(d(Tz,Ty),d(z,y),d(z, Tz),d(y, Ty), d(z, Ty),d(y, Tz)) < 0.

Daca F satisface (Fi,) si (Fy), atunci T' are un punct fix unic.
Mai mult, daca F satisface gi (Fuy), atunci iteratia Picard este: a) T-stabila;

b) aproape sumabil T-stabild.
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In continuare, vom studia stabilitatea iteratiei Picard pentru operatori care
satisfac o relatie implicita, reducand numarul parametrilor la cinci.
Popa [70] a introdus multimea tuturor functiilor reale continue F : R% — R,

care satisfac urmatoarele conditii:

(1) F este continuu in fiecare variabil;
(2) exista h € [0,1), astfel incat, pentru orice u, v, w > 0, care satisface
e (2a) F(u,v,u,v,w) <0, sau
e (2b) F(u,v,v,u,w) <0,
avem ca u < hmax {v,w} .

lata cateva exemple de functii care satisfac unele dintre aceste conditii:

Exemplul 1.7. [22] Fie F(t1,ts,t3,t4,t5) : RS — R, pentru care

(1) F(ty,....t5) =t —aty, a € [0,1);

(2) F(ty,...,t5) = amax {ty,ta, t3,t4,t5}, a €[0,1);

(3) F(ty,....ts) = amax {t,ty, ts,ts, 552}, a € [0,1);

(4) F(t1, . ts) = a(ta +t3), a € |0,3);

(5) F(ty,...,t5) = aty +b(ta +t3), a,be R, a+2b<1;

(6) F(t1,...,t5) = amax {t27t3} a€(0,1);

(7) F(ty,...,t5) = ( 2 1aztp) , a; €Ry, Y0 a; <1, p>1;

(8) F(t, ... ts) = max {aty, b(ts + ta), c(ts + t5)}, a € 0,1), bc€ [0,3).

Exemplul 1.8. (Timig, [100]) Definim F(t1,t2,t3,t4,t5) : R%. — R, pentru care
1

F(t17 ...,t5) =1t —cty — t57 S [0, 5)

Un rezultat general de stabilitate pentru iteratia Picard:
Teorema 1.9. (Timig, [100]) Fie un spatiu metric complet (X,d) si un operator
T:X — X, cu Fix(X) # 0, pentru care exista F € F, astfel incat, ¥V x,y € X,

d(z,Tz) + d(y,Ty)) <0
5 < 0.

(1.10) F (d(Ta:, Ty),d(z,y),d(z, Ty),d(y, Tx),

Daca F satisface (2a), atunci
(1) p este punct fix unic in X;
(2) iteratia Picard este T-stabild.

Corolar 1.1. (Timig, [100]) Fie un spatiu metric complet (X, d) si un operator
T:X — X, cu Fiz(X) # 0, pentru care existd F € F, astfel incat, ¥V z,y € X,

F <d(Ta:, Ty),d(z,y),d(x,Ty),d(y, Tx), d(z, Tx) ;— Ay, Ty)) <0.
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Daca F satisface (2a), atunci

(1) p este punct fix unic in X;
(2) iteratia Picard corespunzatoare Teoremei de punct fix obtinutd de Reich
[75] si Rus [83] (vezi Taskovic [90]) este T-stabild.

Corolar 1.2. (Timig, [100]) Fie un spatiu metric complet (X,d) si un operator
T:X — X, cu Fiz(X) # 0, pentru care existdi F € F, astfel incat, ¥V z,y € X,

d(xz, Tz) + d(y, Ty)) <o

F (d(Tx, Ty),d(x,y),d(x, Ty),d(y, Tx), 5

Daca F satisface (2a), atunci
(1) p este punct fix unic in X;
(2) iteratia Picard corespunzatoare Teoremei de punct fix obtinutd de Bian-
chini [28] si Dugundij (1976) (vezi Rus [83]) este T-stabild.

Observatia 1.5. Alte cazuri particulare importante:

(1) Daca F' este definit prin Exemplul (1), atunci se obline un rezultat
de stabilitate pentru Principiul contractiei al lui Banach, vezi Ostrowski
[66).

(2) Daca F este definit prin Exemplul (2), atunci se obline un rezultat
de stabilitate pentru Teorema de punct fix a lui Ciric [37), vezi Harder si
Hicks [46].

(3) Dacd F este definit prin Exemplul[1.7 (4), atunci se obtine un rezultat de
stabilitate pentru Teorema de punct fiz a lui Kannan [53], vezi Harder gi
Hicks [46].

(4) Daca F este definit prin Exemplul (8), atunci se obtine un rezultat de
stabilitate pentru Teorema de punct fix a lui Zamfirescu, adica, Teorema
2 a lui Harder gi Hicks [46].

(5) Daca F este definit prin Exemplul atunci se obtine un rezultat de
stabilitate pentru Teorema de punct fix a lui Reich, adica, Teorema 3 a
lui Reich [76].

Observatia 1.6. Conditiile de contractie obtinute din relatia , cu F' definit
prin exemplele anterioare, implica anumite conditii de contractie utilizate de Rhoades
[77], 78], [T9] si mai mult, acestea conduc la rezultate de stabilitate pentru alte

bine-cunoscute teoreme de punct fix din literaturad.
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2. Stabilitatea metodelor iterative de punct fix comun si puncte de
coincidenta pentru operatori de contractie care satisfac relatii

implicite cu sase parametri

V. Popa [71], [72] a introdus, de asemenea, multimea tuturor functiilor reale

continue F' : R} — R, care satisfac conditiile:

(1) (a) F este descrescatoare in cea de-a cincea variabila si
F(u,v,v,u,u+wv,0) <0, pentru u,v > 0 = 3h € [0, 1), astfel incat,
u > hv;
(b) F'is descrescatoare in cea de-a patra variabila si
F(u,v,0,u+v,u,v) <0, pentru u,v > 0 = 3h € [0, 1), astfel incat,
u > hv;
(c) F is descrescatoare in cea de-a treia variabila i
F(u,v,u4wv,0,v,u) <0, pentru u,v > 0 = 3h € [0, 1), astfel incat,
u > hv;
(2) F(u,u,0,0,u,u) > 0, pentru orice u > 0.

lata cateva exemple de functii care satisfac unele dintre aceste conditii:
Exemplul 2.9. [72] Fie F(t1,t2,t3,t4,15,t6) : RS — R, pentru care
F(t1, oty bt o) = 1 — kmax{ta, fy, b, (15 +t0)}, k€ (0,1).
Exemplul 2.10. [72] Fie F(t1,ts,t3,t4,t5,t6) : RS — Ry, pentru care

1

Pttty tats,fe) =t — blts + 1), be [0,5).

Exemplul 2.11. [72] Fie F(t1,ts,t3,t4,t5,t6) : RS — Ry, pentru care
1

F(tl,tg,tg, t4,t5,t6) = tl - C<t5 + tﬁ) , CE |:0, 2) .

Imdad si Ali [48] au obtinut o teorema generalda de punct fix comun pentru o
pereche de operatori care satisfac conditii implicite definite de Popa [71], [72].

Pornind de la rezultatele obtinute in [48], am continuat studiul stabilitatii

metodelor iterative de punct fix comun, dupa cum urmeaza:

Teorema 2.10. (Timig, [98]) Fie un spativ metric complet (X, d) si doi operatori
S, T: X — X, astfel incat:

o T si S satisfac proprietatea (E.A);
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o Vo ye X, exista F €T,
(211) F(d(Tz,Ty),d(Sx,Sy),d(Sz,Tx),d(Sy,Ty),d(Sz,Ty),d(Sy,Tx)) <0,

o S(X) este un subspatiu complet al lui X.

Atunci

(i) perechea (T, S) are un punct de coincidentd;

(7i) perechea (T, S) are un unic punct fiz comun, cdt timp perechea (T, S) este
slab compatibila,

(7ii) dacd, in plus, F satisface (@), atunci iteratia de punct fix asociata este

(S, T)-stabila.

Observatia 2.7. Cazuri particulare:

(1) Daca F este definit prin Exemplul din Teorema se obtine un
rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix a lui Ciric [38].

(2) Daca F este definit prin Ea:emplul din Teorema se obtine un
rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix a lui Kannan [53].

(3) Daca F este definit prin Exemplul din Teorema se obtine un
rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix a lui Chatterjea [35].

Observatia 2.8. Teorema ofera un rezultat de stabilitate pentru iteratia de

punct fix comun corespunzatoare Teoremei 3.1 din [48].

3. Stabilitatea metodelor iterative de punct fix comun si puncte de
coincidenta pentru operatori de contractie care satisfac relatii

implicite cu cinci parametri

Din categoria functiilor implicite definite de Popa [70], [71], [72], vom consi-
dera multimea tuturor functiilor reale continue F' : R% — R, care satisfac urms-

toarele conditii:

(1) F este continuu in fiecare variabil;
(2) exista h € [0,1), astfel incat, Vu, v, w > 0, sunt satisfacute conditiile
e (2a) F(u,v,u,v,w) <0, sau
e (2b) F(u,v,v,u,w) <0,
atunci avem ca u < hmax {v,w};

(3) F(u,u,u,u,0) > 0, pentru orice u > 0.



32 3. STABILITATEA METODELOR ITERATIVE PENTRU OPERATORI DEFINITI IN MOD IMPLICIT

In continuare, vom prezenta cateva exemple de functii care depind de cinci

parametri si care satisfac anumite conditii anterioare.

Exemplul 3.12. (Timig, [97]) Fie functia F(t1,ts,t3,ta, t5) : R, — R, definitd
prin

F(ty, ... t5) = t; — kts,
unde k € (0,1), care satisface (1),(2a),(2b) si (3), cu h = k.

Exemplul 3.13. (Timig, [97]) Fie functia F(t1,ta,t3,ts, t5) : R — R, definitd
pTIn

F(tl, ...,t5) = tl — atg - bt5,
unde a,b € (0,1), a +2b < 1, care satisface (1), (2a), (2b) si (3), pentru care

h = a, dacd max {v,w} = v, sau h = b, dacd max {v,w} = w.
Exemplul 3.14. [70] Fie functia F(t1,t2,t3,t4,t5) : RS — R, definita prin
F(tla "'7t5) =1t — a’(t?) + t4)7
unde a € (O, %), care satisface (1), (2a), (2b) si (3), pentru care h = %~ € (0, 1).
Exemplul 3.15. (Timig, [97]) Fie functia F(t1,t,ts3,ts, t5) : R, — R, definitd
prin
F(tl, ceey t5) = tl — CLtQ — btg — Ct4 — dt5,

unde a,b,c,d € [0,1), a+b+c+2d < 1, care satisface (1), (2a) pentru h =
ate ¢ [0,1), (2b) pentru h = 92 € [0,1), i (3), unde h = % € [0,1), dacd

max {v,w} = v, sau h = 4*2 € [0,1), dacd max {v,w} = w.
Exemplul 3.16. [68] Fie functia F(ty,ts,t3,t4,t5) : R:. — R, definitd prin

t3+1
F(tl, ...,t5) =11 — amax {tg, 3_547t5} s

unde a € [0,1), care satisface (1), (2a), (2b) si (3), dacd max = ty, sau max = ts,
tatty 3
2

, atunci h = 5.
2

atunci h = a, iar dacd max =
Exemplul 3.17. [T0] Fie functia F(t1,t2,t5,t4,t5) : RS — R, definita prin
F(tl, ...,t5) = tl — cImax {t27t3, t4, t5} s

unde h = ¢ € [0,1), care satisface (1) si (3), dacd max = ty, max = ty, sau
max = t5, atunci este satisfacuta relatia (2a), iar dacd max = t3, atunci este
satisfacuta relatia (2b).
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Exemplul 3.18. [70] Fie functia F(t1,t2,t3,t4,t5) : RS — R, definita prin
F(tla ey t5) = t% — cmnax {t2t37 t2t47 t3t47 tg} )
unde ¢ € [0,1), care satisface (1), (2a) si (3), pentru care h = c.

Cu ajutorul Teoremei de punct fix comun a lui Imdad si Ali [48], am obtinut
urmatorul rezultat general de stabilitate pentru metoda iterativa de punct fix de
tip Jungck, folosind operatori slab compatibili care satisfac proprietatea (E.A) si

sunt definiti cu ajutorul unei contractii implicite.

Teorema 3.11. (Timig, [97]) Fie un spativ metric complet (X, d) si doi operatori
S, T : X — X, astfel incat T si S satisfac proprietatea (E.A) iar S(X) este un
subspatiu complet al lui X .

Presupunem ca exista F' € T, astfel incat,

(3.12)

F (d(Tx,Ty), d(Sz, Sy),d(Sz, Ty),d(Sy, Tz), <0

— 9

d(Sz, Tx) + d(Sy, Ty))
2

pentru orice x,y € X. Atunci,

(1) daca F satisface (2b), perechea (T, S) are un punct de coincidentd;
(2) daca F satisface (3), perechea (T,S) are un unic punct fix comun, cat
timp perechea (T, S) este si slab compatibild;

(3) daca, in plus, F satisface (2a), atunci iteratia asociata este (S,T)-stabild.

Observatia 3.9. Teorema completeaza Theorem 3.1 a lui Imdad si Ali [48],
cu informatia referitoare la stabilitatea iteratiei de tip Jungck, in raport cu opera-

toriv S si T, cu conditia ca F' sa satisfaca o conditie suplimentara.

Corolar 3.3. (Timig, [97]) Fie un spativ metric complet (X, d) si doi operatori
S, T : X — X, astfel incit T si S satisfac proprietatea (E.A), iar S(X) este un
subspatiu complet al lui X .

Presupunem ca exista F' € F, astfel incat, S si T satisfac , pentru orice
z,y € X.

Atunci, iteratia de tip Jungck este (S, T')-stabila.

Corolar 3.4. (Timig, [97]) Fie un spativ metric complet (X, d) si doi operatori
S, T : X — X, astfel incat, T si S satisfac proprietatea (E.A), iar S(X) este un
subspatiu complet al lui X .

Presupunem ca exista F' € F, astfel incat, S si T satisfac , pentru orice
z,y € X.
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Atunci, in cazul conditiilor de contractie de tip Zamfirescu, metoda de punct

fix comun asociata este (S,T)-stabild.

Observatia 3.10. Alte cazuri particulare.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Daca F' este definit prin Exemplul tar S = I, operatorul identic in
X, atunci se obtine un rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix
a lui Kannan [53], pentru o pereche de operatori cu un punct fix comun.
Daca F este definit prin E:l:emplul tar S = I, operatorul identic in
X, atunci se obtine un rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix
a lui Reich (1971) si Rus (1971), vezi [90], pentru o pereche de operatori
cu un punct fix comun.

Daca F' este definit prin Exemplul tar S = I, operatorul identic in
X, atunci se obtine un rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix
a lui Chatterjea [35], pentru o pereche de operatori cu un punct fiz comun.
Daca F este definit prin Exemplul tar S = I, operatorul identic in
X, atunci se obtine un rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix
a lui Hardy si Rogers [4T], pentru o pereche de operatori cu un punct fix
comun.

Daca F este definit prin Exemplul tar S = I, operatorul identic in
X, atunci se obtine un rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct fix
a lui Pathak i Verma [68], pentru o pereche de operatori cu un punct fix
comun, tn spatii simetrice.

Daca F' este definit prin Exemplul tar S = I, operatorul identic
i X, atunci se obtine un rezultat de stabilitate pentru Teorema de punct
fix a lui Popa [T0], pentru doud perechi de operatori cu puncte fize comune,

. doua spatit metrice.

Observatia 3.11. Conditiile de contractie obtinute din , folosind exemplele
anterioare, implica anumite conditii ale lui Rhoades [T7], [78], [79], [80].

Concluzii: Datorita incluziunilor dintre conceptele de comutativitate, perechile

de operatori slab compatibili reprezinta cel mai general tip dintre toate notiunile

mentionate, si includ, la randul lor, pe celelalte. Teorema anterioara utilizeaza

acest tip de operatori, prin urmare, rezultatele obtinute sunt valabile si in cazul

perechilor compatibile, comutative si slab comutative.

Pentru a extinde si a generaliza teoremele de punct fix comun mentionate

anterior, pot fi obtinute rezultate de stabilitate pentru diverse metode iterative de

punct fix asociate operatorilor de contractie definiti in mod implicit.



CAPITOLUL 4

Un nou punct de vedere asupra stabilitatii metodelor

iterative de punct fix

Luand in considerare notiunile de stabilitate utilizate in contextul ecuatiilor
diferentiale, sistemelor dinamice, teoriei operatorilor sau analizei numerice, 1. A.
Rus [81] le-a unificat, obtindnd concepte noi de stabilitate.

Valorificand noile notiuni, in acest capitol am continuat studiul stabilitatii
iteratiei Picard, pentru operatori care satisfac anumite conditii de contractie. De
asemenea, vom prezenta si cateva exemple ilustrative in acest sens.

Contributiile originale din acest capitol sunt: Teorema [1.12] Propozitia [I.1]
Corolarul [1.5] Corolarul [I.6], Corolarul[I.7] Exemplul [I.19] Corolarul [I.§| Teorema
[2.13] Corolarul 2.9] Exemplul 2.20] Teorema [2.14], Corolarul 2.10] Exemplele
- Definitia [4.15] Definitia [4.16] Propozitia [4.2] Teorema [4.15] Teorema [4.16

si Teorema [5.1
Unele dintre acestea sunt incluse in [92] (Timis, 1., New stability results of Pi-
card iteration for common fized points i contractive type mappings, lucrare prezen-

tata la SYNASC 2012, Timigoara, 26-29 Sept. 2012).

1. Un nou concept de stabilitate pentru iteratia Picard

Eirola, Nevanlinna gi Pilyugin [42] au introdus proprietatea de umbrire a limi-
tei, iar Rus [81] a adoptat acest concept, pentru a defini o noud notiune de sta-
bilitate pentru metodele iterative de punct fix, care pare mult mai generala decat

notiunea de stabilitate introdusa de Harder [44].

Definitia 1.12. (Rus,[81]) Intr-un spativ metric (X,d), operatorul T : X — X
are iterate Picard stabile in xy € X, dacd, pentru orice € > 0, existd d(¢) > 0,

astfel incat,

reX, dx,xg) <dle) = d(T"x,T"z) <e, VneN.
35
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Operatorul T are iterate Picard stabile inY C X, daca acesta are iterate Picard

stabile in toate punctele xy € Y.

Definitia 1.13. [42] Operatorul T are proprietatea de umbrire a limitei in raport

cu iteratia Picard, daca
yn € X, ne€N, dyni1,Tyn) =0 as n — oo,
implica faptul ca exista xo € X, astfel incat,
d(Yn, T"x9) > 0 as n — oo.

Definitia 1.14. [81] Iteratia Picard este stabild in raport cu operatorul T, dacd
aceasta este convergenta in raport cu T, iar operatorul T' are proprietatea de um-

brire a limitei in raport cu aceasta metoda iterativa.

Teorema 1.12. (Timig, [93]) Fie un spativ metric (X,d) si un operator T :
X — X de tip a-contractie, adica, T satisface conditia

d(Tz,Ty) < ad(z,y), ¥,y € X,

unde a € [0,1) fizat.

Atunci, operatorul T are iterate Picard stabile in X.

In cele ce urmeazi, vom studia relatia dintre cele doud definitii de stabilitate,

respectiv cea introdusa de Harder [44] si cea introdusa de Rus [81].

Propozitia 1.1. (Timig, [93]) Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T :
X — X. Fiexy € X gi presupunem ca iteratia Picard, x,.1 = Tx,, n=0,1,2, ...,
converge la punctul fix p al lui T.

Daca iteratia Picard este stabila in sensul lui Harder, atunci aceasta este de

asemenea stabila, in sensul lui Rus.

Corolar 1.5. (Timig, [93]) Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T : X —
X, care satisface conditiile de contractie de tip Zamfirescu, adica, exista numerele
reale o, 8,7y, unde 0 < a < 1, 0 < 3,7 < %, astfel incat, pentru orice x,y € X,
cel putin una dintre urmatoarele conditii este indeplinita:

(1) d(Tz,Ty) < ad(z,y);

(2) d(Tx,Ty) < Bd(x, Tx) + d(y, Ty)];

(3) d(Tx,Ty) < v[d(z,Ty) + d(y,Tx)].
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Fie g € X gsi presupunem ca iteratia Picard, x,.1 = Tz,, n = 0,1,2,...,
converge la punctul fix p al lui T
Daca iteratia Picard este stabila in sensul lui Harder, atunci aceasta este de

asemenea stabila, in sensul lui Rus.

Observatia 1.12. Corolarul[1.)] furnizeazd un rezultat de stabilitate corespunzator

Teoremei de punct fix a lui Zamfirescu [106].

Corolar 1.6. (Timig, [93]) Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T : X —
X, care sastisface conditia de contractie a lui Kannan, adica, ezista a € [0,1),

astfel incat, pentru orice x,y € X,
d(Txz,Ty) < ald(z,Tx) + d(y, Ty)].

Fie g € X si presupunem ca iteratia Picard, x,.1 = Tx,, n = 0,1,2,...,
converge la punctul fix p al lui T.
Daca iteratia Picard este stabila in sensul lui Harder, atunci aceasta este de

asemenea stabila, in sensul lui Rus.

Observatia 1.13. Corolarul|1.0| furnizeaza un rezultat de stabilitate corespunzator

Teoremei de punct fiz a lui Kannan [53].

Corolar 1.7. (Timis, [93]) Fie un spatiu metric (X, d) si un operator T : X —
X, care sastisface conditia de contractie a lui Chatterjea, adica, existd a € [0, %),

astfel incat, pentru orice x,y € X,
d(Tx,Ty) < ald(z, Ty) + d(y, Tx)].

Fie vy € X si presupunem ca iteratia Picard, x,.1 = Tx,, n = 0,1,2,...,
converge la punctul fix p al lui T.
Daca iteratia Picard este stabila in sensul lui Harder, atunci aceasta este de

asemenea stabila, in sensul lui Rus.

Observatia 1.14. Corolarul|1.7] furnizeaza un rezultat de stabilitate corespunzator

Teoremei de punct fix a lui Chatterjea [35].

Observatia 1.15. Reciproca Propozitiei nu este, in general, valabila, dupa

cum ilustreaza urmatorul ezemplu.

Exemplul 1.19. (Timis, [93]) Fie operatorul identic T : [0,1] — [0,1], Tx = x,

pentru orice x € [0,1], unde [0,1] este inzestrat cu metrica obisnuita. Fiecare
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punct din [0,1] este un punct fix al lui T, iar T este neexpansiv insa nu este o
contractie.
Harder [46] a aratat, in acest caz, cd iteratia Picard nu este T'-stabila.
Continuand studiul stabilitatii, am obtinut faptul ca iteratia Picard este stabila

in sensul lui Rus.

Corolar 1.8. (Timig, [93]) Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T : X —
X. Pentru xy € X, presupunem ca sirul de iteratii {x,} ., converge la punctul
firp al lui T.

Daca iteratia Picard este stabila in sensul lui Harder, atunci punctul fix este

unic.

Observatia 1.16. Corolarul[1.§ a fost sugerat de cdtre dl. prof. I. A. Rus.

2. Rezultate de stabilitate pentru iteratia Picard pentru operatori

care satisfac anumite conditii de contractie

Cu ajutorul definitiei stabilitatii in sens Rus [81], vom studia stabilitatea itera-
tiei Picard, respectiv iteratele Picard stabile in xy € X, in raport cu 7'

Conditia de contractie generalizata introdusa de Berinde [15], denumita aproape
contractie, are cateva proprietati surprinzatoare: aceasta asigura convergenta la
punctul fix a iteratiei Picard, iar folosind anumite conditii suplimentare, chiar si
unicitatea punctului fix, dar nu impune ca suma coeficientilor din partea dreapta
a conditiei de contractie sa fie mai mica decat 1.

Intr-un spatiu metric (X,d), un operator T' : X — X se numeste aproape

contractie, daca exista doua constante § € [0,1) i L > 0, astfel incét,
d(Tz,Ty) < éd(z,y) + Ld(y, T'r),

pentru orice x,y € X. Aici, nu este necesar ca 0 + L < 1.

Aproape contractiile se aseamana cu contractiile Banach, cu exceptia faptului
ca, In general, punctul fix nu este unic.

Pentru a asigura unicitatea punctului fix, Berinde [15] a considerat o conditie

similara, respectiv,
(2.13) d(Tz,Ty) < 6,d(z,y) + L,d(z,Tx),

pentru orice z,y € X, unde §, € [0,1) si L, > 0 sunt constante.



2. Rezultate de stabilitate pentru iteratia Picard pentru operatori care satisfac anumite conditii de contractie 39

Remarcam faptul ca a fost utilizata in studiul stabiliatii si de catre
Osilike [61], [63], Osilike si Udomene [65].

Berinde [16] a studiat existenta punctelor de coincidenta si a punctelor fixe
comune pentru o clasa extinsa de aproape contractii in spatii metrice.

Mai mult, Berinde [13] a demonstrat existenta punctelor de coincidenta si a
punctelor fixe comune pentru aproape contractii necomutative, in spatii metrice,
construind o metoda de aproximare a acestora si obtinand estimarea erorii in mod
a priori si a posteriori.

Folosind aceasta conditie, am obtinut urmatorul rezultat de stabilitate:

Teorema 2.13. (Timis, [93]) Fie un spativ metric (X,d) si un operator T :
X — X care satisface conditia de aproape contractie , pentru 0, € [0,1) i

L, > 0. Pentru orice x,y € X, avem ca
d(Tz,Ty) < 6,d(z,y) + L,d(x,Tx).
Atunci, iteratia Picard asociata este T-stabila, in sensul lui Rus.

Observatia 2.17. Intr-un spativ metric (X, d), fie un operator T : X — X care
satisface conditia de aproape contractie .
Iteratia Picard asociata este T'-stabila in sensul lui Rus, acest fapt fiind asigurat

de T-stabilitatea tn sensul lui Harder.

Corolar 2.9. (Timig, [93]) Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T : X —
X, care satisface conditia de contractie a lui Banach, adica, existd a € [0,1), astfel
incat, pentru orice x,y € X, d(Tx,Ty) < ad(x,y).

Atunci, iteratia Picard asociatd este T-stabila in sensul lui Rus.

Exemplul 2.20. (Timig, [93]) Fie multimea X = {0, %,2%, }, inzestratd cu
metrica obigsnuita. Definim T : X — X, prin T(0) = %, T 2%) = 2n1+1, pentri
n=1,23, ..

Babu, Sandhya si Kameswari [10] au aratat ca T satisface conditia , CUu

1 T _3
0 =5 st L=1, pentru care 0 + L = 3§ > 1.

Deoarece T nu are puncte fize, iteratia Picard nu este stabila in sensul lui

Harder, insa, aceasta este stabila in sensul lui Rus.

Babu, Sandhya gi Kameswari [10] au gasit o conditie de contractie diferita, care
asigura unicitatea punctelor fixe pentru aproape contractii: daca exista § € (0,1)

si L > 0, astfel incat, pentru orice z,y € X,

(2.14)  d(Tx,Ty) < dd(z,y) + Lmin{d(z,Tz),d(y, Ty),d(xz, Ty),d(y, Tz)} .
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Folosind aceasta conditie, am obtinut urmatorul rezultat de stabilitate:

Teorema 2.14. (Timig, [93]) Fie un spatiu metric (X, d) si un operator T : X —
X, care satisface conditia de aproape contractie , adica, exista 0 € (0,1) si
L >0, astfel incat,

d(Tx,Ty) < dd(z,y) + Lmin{d(x,Tz),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tz)},

pentru orice x,y € X.

Atunci, iteratia Picard asociata este T-stabild in sensul lui Harder.

Corolar 2.10. (Timig, [93]) Fie un spatiu metric (X, d) si a un operatorT : X —
X, care satisface conditia de aproape contractie , adica, exista 0 € (0,1) i
L >0, astfel incat,

d(Tx,Ty) < dd(z,y) + Lmin{d(x,Tz),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tz)},

pentru orice x,y € X.
Atunci, iteratia Picard asociata este T-stabila in sensul lui Rus, datoritd fap-

tului ca aceasta este T-stabild in sensul lui Harder.

Concluzii:

1. O metoda iterativa de punct fix stabila in sensul lui Harder este, de aseme-
nea, stabila in sensul lui Rus, insa reciproca nu este in general valabila, deoarece
stabilitatea Harder implica unicitatea punctului fix, in timp ce stabilitatea Rus nu
implica acest lucru.

2. O metoda iterativa de punct fix stabila in sensul lui Rus poate implica
stabilitate Tn sensul lui Harder, daca si numai daca, iteratia converge la punctul
fix.

3. Pe de alta parte, exista multe exemple de operatori care satisfac anumite
conditii de contractie, pentru care iteratia Picard asociata nu este stabila in sensul

lui Harder, insa este stabila in sensul lui Rus.

Problema deschisa: Studiul stabilitatii metodelor iterative de punct fix in
sensul lui Rus, pentru operatori neexpansivi, cat si pentru aproape contractii gene-

ralizate, care nu satisfac o conditie de unicitate.
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3. Exemple

In continuare, vom prezenta cateva exemple de operatori care satisfac anumite
conditii de contractie, pentru care iteratia Picard asociata nu este stabila in sensul

lui Harder, insa este stabila in sensul lui Rus.
Exemplul 3.21. (Timig, [93]) Fie T :[0,2] — [0,2], definit prin

5 z€[0,1)
Tr =
2, z€[l1,2],
unde [0,2] este inzestrat cu metrica obisnuita, iar Fix(T) = {0,2}.
M. Pacurar [67)] a ardtat ca T este o aproape contractie, adicd, exista constan-

tele 6 = % €[0,1) si L =3 >0, astfel incdt, pentru orice x,y € [0,2],
d(Tz,Ty) < éd(z,y) + Ld(y, T'z).

Observam ca § + L = % > 1.
In ceea ce priveste stabilitatea, iteratia Picard nu este T-stabild in sensul lui

Harder, insa este T-stabila in sensul lui Rus.
Exemplul 3.22. (Timig, [93]) Let T : [0,1] — [0, 1], definit prin

%x, T € {O, %)
Tr = ,
%x—i—%, T € [%,1}
unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuita, iar Fix(T) = {0,1}.
M. Pacurar [67)] a ardtat ca T este o aproape contractie, adicd, exista constan-

tele 6 = % €[0,1) si L =6 > 0, astfel incdt, pentru orice x,y € [0, 1],
d(Tz,Ty) < éd(z,y) + Ld(y, T'z).

Observim ¢ 6 + L =6+ 2 > 1.
In ceea ce priveste stabilitatea, iteratia Picard nu este T-stabild in sensul lui

Harder, insa este T'-stabila in sensul lui Rus.
Exemplul 3.23. (Timis, [93]) Fie T :[0,1] — [0, 1], definit prin
2%,z € |0,
. o)
0, z € [i,l]

unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuitd. Operatorul T are un punct fiz in 0.
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M. Pacurar [67] a ardtat ca T este o aproape contractie, adicd, exista constan-

tele 6 = 3 € [0,1) si L = 5 >0, astfel tncdt, pentru orice x,y € [0,1],
d(Tz,Ty) < dd(z,y) + Ld(y, Tx).

In acest caz, § + L = % < 11.
Relativ la stabilitate, am obtinut faptul ca iteratia Picard este T'-stabild in sensul

lui Harder si este, de asemenea, T-stabila in sensul lui Rus.
Exemplul 3.24. (Timig, [93]) Fie T :[0,1] — [0, 1], definit prin

3 2 €l0,1)
Ty =
0, z=1

unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuitd, iar Fixz(T) = {%}
M. Pacurar [67)] a ardtat ca T este o aproape contractie, adicd, exista constan-

tele 6 = % €[0,1) si L > 6 > 0, astfel incdt, pentru orice x,y € [0,1],
d(Tz,Ty) < éd(z,y) + Ld(y, T'z).

In acest caz, § + L > % > 1.
Relativ la stabilitate, am obtinut faptul ca iteratia Picard este T'-stabila in sensul

lui Harder si este, de asemenea, T-stabila in sensul lui Rus.
Exemplul 3.25. (Timis, [93]) Fie T :[0,1] — [0, 1], definit prin

0, 0,1
o el

5, TE (%,1}

unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuitd, iar Fiz(T) = {%}
M. Pacurar [67] a aratat ca T este o aproape contractie, adica, exista doud

constante §, = % €[0,1) si L, =1 >0, astfel incdt, pentru orice x,y € [0,1],
d(Tx,Ty) < 0,d(x,y) + Lyd(z, Tx).

Observam ca 6 + L = % > 1.
Relativ la stabilitate, am obtinut faptul ca iteratia Picard este T'-stabila in sensul

lur Harder si este, de asemenea, T-stabila in sensul lui Rus.



3. Exemple 43

Exemplul 3.26. (Timis, [93]) Fie T :[0,1] — [0, 1], definit prin

1
%, S 0,2:|

Tx = 1 ,
0 -1
e (3]

unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obisnuita. Operatorul T este continuu in fiecare
punct din [0, 1], cu exceptia lui %, tar Fiz(T) = {%}
Am ardtat deja in Ezemplul [6.9 cd, pentru orice z,y € [0,1], cu x # y, T

satisface conditia
d(Tz,Ty) < max{d(z,Tx),d(y, Ty)},

st, de asemenea, am aratat ca iteratia Picard asociata nu este T-stabila in sensul

lui Harder. Mai mult, aceasta iteratie este, totusi, stabila in sensul lui Rus.

Exemplul 3.27. (Timig, [93]) Fie T : [0,1] — [0, 1], definit prin

0, z € 0,3
Tr = ,
3, TE (%,1}

unde [0, 1] este inzestrat cu metrica obigsnuita. Operatorul T este continuu in fiecare

punct din [0, 1], cu exceptia lui %, iar Fiz(T) = {0}.
Am ardtat deja in Ezemplul [6.9 cd, pentru orice z,y € [0,1], cu x # y, T

satisface conditia
d(Tz,Ty) <max{d(z,Ty),d(y,Tx)},

st, de asemenea, am aratat ca iteratia Picard asociata nu este T-stabila in sensul

lut Harder. Mai mult, aceasta iteratie este, totust, stabila in sensul lui Rus.

Exemplul 3.28. (Timis, [93]) Fie T : R — {0,1, 11, definit prin

unde R este inzestrat cu metrica obisnuita. Operatorul T este continuu in fiecare

punct din R, cu exceptia lui 0 si %, iar Fiz(T) = {i}
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Am ardtat deja in Exemplul[0.]] ca, pentru orice z,y € R, cux # y, T satisface

conditia

d(Tz,Ty) < max {d(:r;, y), d(x,Tz) +d(y, Ty) d(z,Ty)+ d(y,Tx) } |

7
2 2
st, de asemenea, am aratat ca iteratia Picard asociata nu este T-stabila in sensul

lur Harder. Mai mult, aceasta iteratie este, totust, stabila in sensul lui Rus.

4. Noi concepte de stabilitate pentru iteratii de punct fix comun

folosind operatori contractivi

In cele ce urmeazd, am transpus Definitia [1.13] a proprietitii de umbrire a

limitei a lui Eirola, Nevanlinna si Pilyugin [42], la puncte fixe comune.

Definitia 4.15. (Timis, [92]) Fie un spativ metric (X,d) si doi operatori S,T :
X — X, astfel incat, T(X) C S(X). Consideram ca u este un punct fix comun
pentru S si T, adica, Tu = Su = u.

oo
n=0’

Pentru orice xy € X, fie sirul de iteratii de tip Jungck {Sx,} definit prin
(4.15) Sty =Tx,, n=0,1,2,...,

st presupunem ca acesta converge la u.
Atunci, vom spune ca operatorii T si S au proprietatea de umbrire a limitei in

raport cu iteratia Jungck, daca
Sy, € X, neN, d(Sy,+1,Ty,) -0, n— o0,
implica faptul ca exista xo € X, astfel incat
d(Syn, T"xy) = 0, n — 0.

Observatia 4.18. Dacd S = I, operatorul identic in X, atunci, din Definitialf.15
se obtine Definitia a proprietatii de umbrire a limitei, introdusd de Eirola,
Nevanlinna si Pilyugin [42].

Notiunea de stabilitate introdusa de Rus [81] in Definitia [1.14} va fi transpusa

la puncte fixe comune, dupa cum urmeaza:



4. Noi concepte de stabilitate pentru iteratii de punct fix comun folosind operatori contractivi 45

Definitia 4.16. (Timis, [92]) Fie un spativ metric (X,d) si doi operatori S,T :
X — X, astfel incit, T(X) C S(X). Consideram ca u este un punct fix comun
pentru S si T, adica, Tu = Su = u.

Pentru orice vy € X, fie sirul de iteralii de tip Jungck {Sx,} -, definit prin
Stpi1=Tx,, n=20,1,2,..., si presupunem cd acesta converge la u.

Atunci, iteratia Jungck este stabild in raport cu operatorii T si S, dacd aceasta
este convergentda in raport cu T si S, iar operatoriic T si S au proprietatea de

umbrire a limitei in raport cu iteratia Jungck.

In continuare, vom studia relatia dintre conceptul de stabilitate introdus de
Singh si Prasad [88] in Definitia data pentru o pereche de operatori (S,7") cu

un punct de coincidentd si noul concept introdus prin Definitia [4.16]

Propozitia 4.2. (Timig, [92]) Fie un spatiu metric (X, d) si doi operatori S, T :
X = X, cuT(X) C S(X), avand un punct fix comun, respectiv, Su = Tu = u.

Pentru orice xg € X, consideram sirul {Sxz,} ,, definit prin si pre-
supunem ca acesta converge la u € X.

Presupunem cd iteratia Jungck este stabila in sensul lui Singh si Prasad [88],
prin Definitia [2.0.

Atunci, iteratia Jungck este, de asemenea, stabila in sensul Definitiei [{.10,

Observatia 4.19. Daca S = I, operatorul identic in X, atunci Propozitia se
va reduce la Propozitia [1.1]

In cele ce urmeazi, vom prezenta citeva rezultate de stabilitate pentru metoda
iterativa de punct fix definita prin (4.15)), in raport cu doi operatori care satisfac

diferite conditii de contractie.

Teorema 4.15. (Timig, [92]) Fie un spatiu metric complet (X, d) si doi operatori
S, T : X — X, care satisfac d(Tz,Ty) < ad(Sx,Sy), pentru orice x,y € X si o
constanta a € [0, 1).

Operatorii S st T au un unic punct fix comun u, respectiv Tu = Su = u, dacd

i) T(X) C S(X); ii)S este continuu; iii) S siT comutd.

Pentru orice zg € X, consideram sirul {Swz,},_, definit prin st pre-
supunem cd acesta converge la u.

Atunci, iteratia Jungck este stabila in raport cu operatorii T si S, in sensul

Definitiei[4.10.
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Observatia 4.20. Daca S = I, operatorul identic in X, rezultatul de stabilitate in
sensul lui Rus al metodei iterative de tip Jungck, respectiv Teorema[4.15, se reduce

la rezultatul de stabilitate din cazul iteratier Picard, respectiv Teorema|2.15.

Teorema 4.16. (Timisg, [92]) Fie un spatiu metric (X,d) si doi operatori S,T :
X — X. Presupunem cd existd h € [0,1), astfel incit, pentru orice r,y € X,

(4.16) d(Tz,Ty) < hmax {d(Sx,Ty),d(Sy,Tz)} .

Operatorii S si T au un unic punct fix comun u, respectiv Tu = Su = u, dacd
i) T(X) C S(X); ii)S este continuu; ii) S si T comutd.
Pentru orice xy € X, consideram sirul {Sxz,},-,, definit prin st pre-

supunem cd acesta converge la u.
Atunci, metoda iterativa definitd prin este stabila in raport cu operatorii

T si S, in sensul lui Definitiei [{.10,

5. Un nou concept de stabilitate pentru iteratia Picard, folosind

operatori definiti in mod implicit

Reamintim multimea tuturor functiilor reale continue introduse de catre V.
Popa [71], [72] si utilizate in Capitolul 3, paragraful al doilea, respectiv, F' :

RS — R,, pentru care considerdm urmatoarele conditii:

(1) (a) F este descrescatoare in variabila a cincea,
F(u,v,v,u,u+v,0) <0, u,v > 0= 3h € |0, 1), astfel iIncdt u > hv;
(b) F este descrescatoare in variabila a patra,
F(u,v,0,u+v,u,v) <0, u,v > 0= 3h € [0, 1), astfel incdt u > hv;
(c) F este descrescatoare in variabila a treia,
F(u,v,u+v,0,v,u) <0, u,v > 0= 3h € [0, 1), astfel incdt u > hv;
(2) F(u,u,0,0,u,u) > 0, pentru orice u > 0.
Intr-un spatiu metric complet (X, d), fie operatorul T': X — X, pentru care

exista F' € IF, astfel incat, pentru orice x,y € X,
(5.17) F(d(Tx,Ty),d(z,y),d(z, Tx),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tx)) < 0.

Berinde [24] a demonstrat ca daca F satisface si (2), atunci T' are un

[e.e]

punct fix unic x* in X, iar iteratia Picard {xn}nzo, definita prin z,,, = Tz,

n=20,1,2,..., converge la z*, pentru orice xg € X.
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In continuare, utilizand aceste presupuneri, vom studia stabilitatea iteratiei

Picard in sensul Definitiei [I.14]

Teorema 5.17. (Timig, [91]) Fie un spatiu metric complet (X,d) si un operator
T : X — X, pentru care exista F' € F, astfel incat, pentru orice x,y € X, F
satisface , adica,
F(d(Tz,Ty),d(z,y),d(z,Tx),d(y, Ty), d(z,Ty), d(y, Tx)) < 0.
Daca F' satisface (@, (@) Si (@, atunct iteratia Picard este T'-stabila in sensul
Definitiei [1.14)



CAPITOLUL 5

Stabilitatea metodelor iterative de puncte triple fixe

In acest capitol, am introdus conceptul de stabilitate pentru metodele iterative
de puncte triple fixe, obtinand rezultate in cazul operatorilor mixt monotoni si
monotoni, care satisfac anumite conditii de contractie. Vom prezenta si un exemplu
ilustrativ in acest sens.

Contributiile originale din acest capitol sunt: Definitia [2.19] Teorema [2.18]
Corolarul 2.1T Teorema [2.19] Teorema [2.20, Lemma [3.3], Definitia [3.21) Teorema
.21} Corolarul [3.12] Teorema [3.22] Teorema [3.23] Exemplul si conditiile de
contractie (2.19)-([2.24), (3.27)-(3.32).

Majoritatea acestora au fost publicate in [102] (Timis, 1., Stability of tripled

fized point iteration procedures for monotone mappings, Ann. Univ. Ferrara (2012)
DOI 10.1007/s11565-012-0171-7).

1. Metode iterative de punct triplu fix

Principiul lui Banach-Caccioppoli-Picard a fost generalizat, prin imbogatirea
structurii spatiului metric cu o relatie de ordine partiala. Primul rezultat pentru
acest tip de operatori monotoni, in spatii metrice ordonate, a fost obtinut de catre
Ran si Reurings [73].

Urménd aceeagi abordare, Bhaskar si Laksmikantham [27] au obtinut anumite
rezultate privind punctele fixe cuplate pentru operatori mixt monotoni, respectiv
rezultate privind existenta, existenta si unicitatea unui punct de coincidenta pentru
operatorii mixt monotoni 7' : X2 — X, in prezenta unei conditii de contractie, in
spatii metrice partial ordonate.

Acest concept de puncte fixe cuplate in spatii metrice partial ordonate a fost
studiat de catre diversi autori, cum ar fi Abbas, Ali Khan si Radenovic [2], Berinde

48
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[17], [18], [20], Choudhury si Kundu [36], Ciric si Lakshmikantham [40], Karapi-
nar [54], Lakshmikantham si Ciric [55], Olatinwo [58], Sabetghadam, Masiha si
Sanatpour [84].

Recent, Berinde si Borcut [26], [32] au extins acest concept catre punctele triple
fixe gi punctele triple fixe coincidente, obtindnd teoreme pentru cazul operatorilor
de contractie n spatii metrice partial ordonate.

Studiul acestor puncte triple fixe a fost continuat de catre Abbas, Aydi si
Karapinar [3], Aydi si Karapinar [8], Aydi, Karapinar gi Vetro [9], Amini-Harandi
[7], Borcut [29], [30], [31], Charoensawan [34], Rao si Kishore [73].

Prin adaptarea conceptului de stabilitate al metodelor iterative de punct fix,
Olatinwo [60] a studiat stabilitatea metodelor iterative de puncte fixe cuplate,
folosind anumite conditii de contractie pentru care existenta si unicitatea punctului
fix cuplat a fost demonstrata de catre Sabetghadam, Masiha gi Sanatpour [84].

Noi am continuat acest studiu, prin introducerea conceptului de stabilitate
pentru metodele iterative de puncte triple fixe, obtinand rezultate in cazul opera-
torilor mixt monotoni si monotoni, care satisfac anumite conditii de contractie,

obtinute prin extensia unor conditii utilizate de Olatinwo [60].

2. Stabilitatea metodelor iterative de punct triplu fix pentru operatori

monotoni

Fie o multime partial ordonata (X, <), iar d este o metrica pe X, astfel incat,
(X, d) este un spatiu metric complet. Borcut [31] a inzestrat spatiul X3 cu urma-

toarea relatie de ordine partiala:
(z,y,2), (u,v,w) € X? (u,v,w) < (2,9,2) S r>u y<v, z>w.

Definitia 2.17. [31] Fie o multime partial ordonatd (X, <) si un operator T :
X? — X. Spunem cd T are proprietatea de monotonie, dacd T (z,y,2) este mono-

ton crescator in x, y si z, adica, pentru orice x,y,z € X,
Ty, T2 €X7 T §;1:2:>T(a:1,y,2’) ST(.WQ’y,Z),
y17y2€Xa ylSy2:>T<w7y1HZ)ST(xvaaZ)a

21,20 € X, 21 < z0 = T(x,y,21) < T(x,9, 22).
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Definitia 2.18. [31] Un element (z,y,z) € X3 se numeste punct triplu fir al lui
T:X*— X, dacd T(x,y,2)=x, T(y,z,2)=1vy, T(z,y,7)=2.

Un operator T': X? — X este o (k, u, p)-contractie, dac si numai dacd, exista
constantele £ > 0, u >0, p >0, k+ u+ p < 1, astfel incat, Vr,y, z,u,v,w € X,

(2.18) d(T(z,y, 2), T(u,v,w)) < kd(z,u) + pd(y, v) + pd(z, w).

Pornind de la conditia (2.18]), vom introduce céteva conditii noi de contractie.
Fie un spatiu metric (X, d). Consideram operatorul 7' : X3 — X gi presupunem
ca exista ai,as,as, bl, bg, bs > 0,cua; +as+as <1, b1+ by + b3 < 1, astfel TIlCét,

Ve, y,z,u,v,w e X,

(2.19) (i) d(T(x,y,2), T(w,v,w)) < ard (T(x,y, 2), x) + byd (T(u, v, w), ) ;
(2.20) d(T(y,z,2), T(v,u,w)) < asd (T(y, 7, 2),y) + bad (T'(v, u,w),v) ;
(221)  d(T(w,y,z),T(z,v,u) < asd (T(z,y,z), z) + bsd (T (w, v, u), w)
(2.22)  (id) d(T(x,y,2), T(u,v,w)) < a1d (T(,y, 2),u) + bid (T (u,v,w),7);
(2.23)  d(T(y,,2), T(v,u,w)) < ayd (T(y, z, 2),v) + bod (T (v, u, w),y) ;

(2.24) d(T(w,y,z), T(z,v,u)) < asd (T(z,y,x),w) + bsd (T'(w,v,u), z).
Pentru (o, Yo, 20) € X7, sirul {(2n, Yn, 20) }og C X3, definit prin

(2'25) Tpt1 = T(xna Yn, Zn)v Yn+1 = T(ym Tn, Zn)> Zn4l = T(zm Yn, xn)a

unde n = 0,1, 2, ..., se numeste iteratie de puncte triple fize.
Vom prezenta urmatoarea definitie a stabilitatii metodelor iterative de punct

fix In raport cu operatorul T, In spatii metrice.

Definitia 2.19. (Timig, [102]) Fie un spatiu metric complet (X, d) si un operator
T: X3 — X, pentru care

Fiz,(T) = {(.:E*,y*,z*) e X3 | T(z*,y", 2") =a", T(y", z",z") =y,

T(z*,y*, x*) = z* } reprezintd multimea tuturor punctelor triple fize ale lui T'.

Fie sirul {(zn,Yn, 2n)}oey C X°, definit prin , unde (xg,%0,20) € X°
reprezintd valoarea initiald $i presupunem ca acesta converge la punctul triplu fix

(x*,y*, 2*) al lui T.
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Fie girul arbitrar {(u,, vn, wy)}ooy C X? si definim
€n = d (un+l> T (un7 Unp, wn)) ) 511 =d (Un—i-la T (Un7 Unp, wn)) )

Yo =d (Wps1, T (Wp, Un, uy)), n=0,1,2,...
Atunci, metoda iterativd de puncte triple fize definita prin este T-stabila,

sau stabila in raport cu T, daca si numai daca,
. _ . -y : _ * k%
nh_}ngo(en,én,fyn) = 0ps tmplica nh_)ngo(un,vn,wn) = (", y", 2%).

Teorema 2.18. (Timig, [102]) Fie o mullime partial ordonata (X, <) si pre-
supunem ca exista metrica d pe X, astfel incat, (X, d) este un spativ metric com-

plet. Consideram operatorul continuu T : X3 — X, care are proprictatea de

monotonie pe X si care satisface .

Daca exista xo, yo, 20 € X, astfel incat,
zo < T(20,Y0,20), Yo < T(Yo, 70, 20) st 20 < T(20, Yo, o),
atunct exista x*,y*, z* € X, pentru care
=Tz y" 2", y"=TW,z"2") si z2=T(="y" x").

Presupunem cd, pentru orice (x,y,2), (x1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,z) si (x1,y1,21)-

Pentru (xo, yo, z0) € X, fie sirul de iteratii de puncte triple fize {(xn, Yn, 2n) }rey C
X3, definit prin .

Atunci, iteratia de puncte triple fixe este T-stabila.

Observatia 2.21. Teorema completeaza Teorema de existenta a punctelor
triple fize a lui Borcut [31), cu rezultatul de stabilitate pentru iteratiile de puncte

triple fixe, pentru operatori monotons.

Corolar 2.11. (Timig, [102]) Fie o multime partial ordonata (X,<) si pre-

supunem ca existd metrica d pe X, astfel incat, (X, d) este un spativ metric com-

plet. Fie operatorul continuu T : X3 — X, cu proprietatea de monotonie pe X .
Presupunem cd existd k € [0, 1), astfel incat, pentru orice x,y, z,u,v,w € X,

T satisface conditia de contractie
A(T(x,y,2), T(u,0,w)) < 7 {d(,u) + d(y.v) + d(z,w)}
Daca exista xg, yo, 20 € X, astfel incat,

xo < T(x0,Y0,%0), Yo > T(yo,%0,y0) st 20 < T(20,%Y0,%0),
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atunci exista r*,y*, z* € X, pentru care
=Ty 2", y" =Ty 2" 2") si 25 =T("y" z").

Presupunem cd, pentru orice (x,y,2), (x1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,z) si (x1,y1,21)-
Pentru (zo, Yo, 20) € X3, fie girul de iteratii de puncte triple five {(xn, Yn, 2n) foey

X3, definit prin .

Atunci, iteratia de puncte triple fixe este T-stabild.

Observatia 2.22. Corolarul [2.11] completeazd Teorema de existentd a punctelor
triple fize a lui Borcut [31], cu un rezultat de stabilitate pentru iteratiile de puncte

triple fixe, pentru operatori monotoni.

Teorema 2.19. (Timig, [102]) Fie o mullime partial ordonata (X, <) si pre-
supunem ca existd metrica d pe X, astfel incat, (X, d) este un spativ metric com-
plet. Fie operatorul continuu T : X3 — X, cu proprietatea de monotonie pe X,
care satisface conditiile (2.19), (2.20) si (2.21)).

Daca exista xg, yo, 20 € X, astfel incat,

zo < T(20, Y0, 20), Yo = T(Yo, %o, %0) st 20 < T'(20, Yo, o),
atunci exista r*,y*, z* € X, pentru care
=Tz y"2"), vy =Ty 2" 2" si 2" =T("y" a").
Presupunem cd, pentru orice (x,y,2), (x1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,z) si (x1,y1,21)-
Pentru (z9, Yo, 20) € X3, fie girul de iteratii de puncte triple five {(xn, Yn, 2n) frepy C

X3, definit prin .

Atunci, iteratia de puncte triple fixe este T-stabild.

Teorema 2.20. (Timig, [102]) Fie o mullime partial ordonata (X, <) si pre-
supunem cd exista metrica d pe X, astfel incit, (X, d) este un spatiuv metric com-
plet. Fie operatorul continuu T : X® — X, cu proprietatea de monotonie pe X,
care satisface conditiile (2.29), (2.25) si (2.24)).

Daca exista xg, yo, 20 € X, astfel incat,

zo < T'(w0,Y0,20), Yo = T'(Yo, 70, %0) st 20 < T'(20,%0,0),
atunct exista x*,y*, z* € X, pentru care

=Tz y" 2", y"=TW,z"2") si z"=T(="y" x").
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Presupunem cd, pentru orice (x,y,2), (x1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,z) si (x1,y1,21)-
Pentru (xo, yo, z0) € X, fie sirul de iteratii de puncte triple five {(xn, Yn, 2n) }rey C

X3, definit prin .

Atunci, iteratia de puncte triple fixe este T'-stabila.

3. Stabilitatea metodelor iterative de punct triplu fix pentru operatori

mixt-monotoni

Fie o multime partial ordonata (X, <) si presupunem ca exista metrica d pe
X, astfel incat, (X, d) este un spatiu metric complet.

Berinde si Borcut [26] au inzestrat acest spatiu cu relatia de ordine
(z,9,2), (u,v,w) € X3 (u,v,w) < (v,y,2) S r>u y<v, 2>w.

Definitia 3.20. [26] Fie o multime partial ordonatd (X, <) si un operator T :
X3 — X. Spunem cd T are proprietatea de mizt monotonie, dacd T(x,y,2) este
monoton crescator in variabila x, monoton descrescator in variabila y si monoton

crescator in variabila z, adica, pentru orice x,y,z € X,
1,29 € X, 11 < a9 = T(x1,y,2) < T(x9,9, 2),

Y1, Y2 € X7 Y1 S Y2 = T(%Qla 7Z) Z T(xvy% Z)a
21,20 € X, 1 <z = T(x,y,21) < T(2,y, 22).

Un operator T : X2 — X se numeste (k,pu,p)-contractie, dacd si numai
daca, exista trei constante k > 0, u > 0, p > 0, k + u + p < 1, astfel incat,
Vo, y,z,u,v,w € X,

(3.26)  d(T(x,y.2), T(u,v,w)) < kd(w,u) + pd(y, v) + pd(z, w)
Relativ la conditia (3.26]), vom introduce urmatoarele conditii de contractie:
Fie un spatiu metric (X, d) si un operator T : X* — X, pentru care exis-

ta ai,as,as,by,ba,bg > 0, cu a; + as +ag < 1, by + by + by < 1, astfel incat,

Va,y, z,u,v,w € X, avem ca

(3.27) () d(T(z,y,2), T(u,v,w)) < ard (T (z,y,2),z) + bd (T (u,v,w),u);

(3.28) d(T(y,z,y), T(v,u,v)) < asd (T(y,x,y),y) + bod (T'(v,u,v),v);
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(3.29) d(T(w,y,z), T(z,v,u)) < asd(T(z,y,x), z) + bsd (T'(w,v,u),w);

(3.30) (i) d(T(x,y,2), T(u,v,w)) < ard(T(x,y,2),u) + byd (T (u,v,w),z);
(3.31) d(T(y,z,y), T(v,u,v)) < asd (T(y,z,y),v) + bod (T'(v,u,v),y);

(3.32) d(T(w,y,x), T(z,v,u)) < azd (T(z,y,x),w) + bsd (T'(w,v,u), z).

Daca avem doua matrici A, B € M, ) (R), spunem ca A < B, daca a;; < b;j,
pentru orice i = 1,m, j = 1,n.

Pentru a obtine un rezultat de stabilitate, vom face o extindere a Lemei [I.1]
pentru un vector de siruri, pentru care inegalitatile dintre vectori reprezinta ine-

galitati intre elementele acestora.
Lema 3.3. (Timig, [101]) Fie trei siruri de numere reale nenegative {u,}, ,
{vn}o2os {wn}tory si consideram matricea cu elemente nenegative A € M;3(R),

astfel incat

Un+1 Un, €n
(3.33) Upy1 <A-|w, |+ 0, |, n>0,
Wp+1 Wn, Tn

pentru care
(i) im0 A" = Os;

(75) S5l €r < 00, Dope g0k < 00 §i Y pep Yk < OO.

Up, 0
Atunci, lim, .o | v, =10
W, 0

Fie un spatiu metric (X,d) si un operator T': X® — X. Pentru (x¢,yo, 20) €
X3 sivul {(2n, Yn, 20) by € X3, definit prin

(334> Tpt+1 = T(xna Yn, Zn)» Yn+1 = T(yna T, yn)a Zn+l = T(Zna Yn, l‘n),
unde n = 0,1, 2, ..., reprezinta iteratia de puncte triple fixe.

Definitia 3.21. (Timig, [101]) Fie un spatiu metric complet (X, d) si un operator
T:X3 = X, pentru care

Fixy(T) = {(m*,y*,z*) e X3 | T(z*,y*, 2") = 2", T(y*, 2", y") =y,

T(z*,y*, x*) = z* }, reprezintd multimea tuturor punctelor triple five ale lui T.



3. Stabilitatea metodelor iterative de punct triplu fix pentru operatori mixt-monotoni 55

Fie sirul de iteratii { (T, Yn, 2n) }ory C X3, definit prin , unde (xo, Yo, 20)

X3 este valoarea initiald si presupunem cd acesta converge la punctul triplu fiz
(x*,y*, 2%) al lui T.

Fie un gir arbitrar {(u,, v, w,) Yooy C X? si definim

m

€n = d(un-i-la T (una Un, wn)) y 5n =d (Un+17T (Una U, Un)) y

Yo = d(Wpi1, T (Wy, Vp,uy)), n=0,1,2 ...
Atunci, iteratia de puncte triple fixe definita prin este T-stabila, sau

stabila in raport cu T, daca st numai daca,
lim (€, = Ogs implica  lim (u,, v,, w,) = (¥, y*, 27%).
n—)oo( ny nalyn) R D n—)oo( ny Uny n) ( Y Y s )

Vom prezenta urmatorul rezultat de stabilitate in raport cu operatorul 7', in

spatii metrice, pentru iteratii de puncte triple fixe.

Teorema 3.21. (Timig, [101]) Fie o multime partial ordonata (X, <) si pre-
supunem ca exista o metrica d pe X, astfel incat, (X,d) este un spaliu metric
complet. Fie operatorul continuu T : X* — X, care are proprietatea de mixt
monotonie pe X si satisface .

Daca exista xq, Yo, 20 € X, astfel incat,

zo < T'(z0,Y0,20), Yo = T(yo,%0,%0) st 20 < T(20, Y0, o),

atunci exista r*,y*, z* € X, pentru care
o =T(z"y", 2", v =T 2" vy") si 25 =T y" z%).

Presupunem cd, pentru orice (x,y,2), (z1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,2) si (x1,y1,21)-

Pentru (zo, Yo, 20) € X2, fie sirul de iteratii {(xn, Yn, 2n) ooy C X°, definit prin
3.37).

Atunci, metoda iterativa de puncte triple fize este T-stabild.

Observatia 3.23. Teorema |3.21| completeaza Teorema de existenta a punctelor
triple fize a lui Berinde gi Borcut [26], cu rezultatul de stabilitate pentru iteratiile

de puncte triple fixe, pentru operatori mirt monotoni.

Corolar 3.12. (Timig, [101]) Fie o multime partial ordonata (X, <) si pre-
supunem ca exista o metrica d pe X, astfel incat, (X,d) este un spatiu metric
complet. Fie operatorul continuv T : X* — X, care are proprietatea de mixt

monotonie pe X.
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FEzista k € [0,1), astfel incat, pentru orice x,y,z,u,v,w € X, T satisface

conditia
(335)  d(T(r,y,2).T(w,v,w)) < £ {d(z,w) +d(y.v) +d(z,w)}
Daca exista xq, yo, 20 € X astfel incat

zo < T'(z0,Y0,20), Yo = T(yo, %0, %0) st 20 < T(20, Y0, To),

atunci exista r*,y*, z* € X, pentru care

ot =T("y"2%), vy =T 2"y") s 2" =TE"y"2").
Presupunem cd, pentru fiecare (x,y, z), (x1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,2) si (x1,y1,21).
Pentru (xo, yo, 20) € X, fie sirul de iteratii {(Tn, Yn, 2n) }opy C X°, definit prin
3.3]).

Atunci, metoda iterativa de puncte triple fize este T-stabild.

Observatia 3.24. Corolarul [3.19 completeazd Teorema de existenld a punctelor
triple fize a lui Berinde si Borcut [26], cu un rezultat de stabilitate pentru iteratiile

de puncte triple fixe, pentru operatorii mixt monotons.

Teorema 3.22. (Timig, [101])

Fie o multime partial ordonata (X, <) si presupunem cd exista o metricd d
pe X, astfel incat, (X,d) este un spatiu metric complet. Fie operatorul continuu
T : X3 — X, care are proprietatea de mixt monotonie pe X si satisface conditiile

Daca exista xq, Yo, 20 € X, astfel incat,

zo < T(x0,Y0,20), Yo > T (yo,%0,y0) st 20 < T(20,Y0,%0),

atunci exista r*,y*, z* € X, pentru care

et =Ty 2%, yv=TW 2" y) si z7=T(",y"2").
Presupunem cd, pentru orice (x,y,2), (x1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,z) si (x1,y1,21)-
Pentru (zo, Yo, 20) € X3, fie sirul de iteratii {(xn, Yn, 2n) ooy C X°, definit prin
3.97).

Atunci, metoda iterativa de puncte triple fize este T-stabila.
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Teorema 3.23. (Timig, [101]) Fie o multime partial ordonata (X, <) si pre-
supunem ca exista o metrica d pe X, astfel incat, (X,d) este un spatiu metric
complet. Fie operatorul continuu T : X* — X, care are proprietatea de mixt
monotonie pe X si satisface conditiile (3.530), (3.31) st (3.33).

Daca exista xq, Yo, 20 € X, astfel incat,

zo < T'(z0, Y0, 20), Yo = T(yo,%0,%0) st 20 < T(20, Y0, %),

atunci exista r*,y*, z* € X, pentru care
=Tz y" 2", yv" =Ty 2" y") si z5=T(" y" z").

Presupunem cd, pentru orice (x,y,2), (x1,y1,21) € X3, existd (u,v,w) € X3,
care este comparabil cu (z,y,z) si (r1,y1,21).

Pentru (xo, Yo, 20) € X, fie sirul de iteratii {(xn, Yn, 2n) }opy C X?, definit prin
3.7).

Atunci, metoda iterativa de puncte triple fize este T-stabild.

4. Exemplu ilustrativ

Exemplul 4.29. (Timis, [101]) Fie un spatiu metric complet (X, d), unde X =
R, d(x,y) = |z — y| si un operator continuu si mizt monoton T : R? — R, unde
20 — 2y +2z2+1
12 '
Berinde gi Borcut [26] au demonstrat existenta si unicitatea punctului triplu
fix al lui T, respectiv (x*,y*, z*) = (%, %, %), folosind (xq, yo, 20) = (%, %, 2—10>
Pentru k = %, T satisface conditia de contractie , adica,

T(x,y,z) =

d(T (., ). T(w,v,w)) < 7 [da,w) +d(y.v) +d(z w)],

pentru orice x,y, z,u,v,w € X, unde x > u, y < v §1 2 > w.
Aplicand Corolarul[3.13, obtinem cd iteratia de puncte triple fize definita prin
este stabila in raport cu T.



CAPITOLUL 6

Concluzii

Teoria punctului fix are un rol important in domeniul analizei neliniare, evoluand
expansiv In ultimii ani si obtinandu-se multe rezultate practice.

Pornind de la rezultatul fundamental, respectiv Principiul contractiei al lui
Picard-Banach-Caccioppoli [11], literatura de specialitate s-a imbogatit cu nenuma-
rate aplicatii ale ecuatiilor functionale, diferentiale, intergale etc.

Pentru a rezolva o ecuatie neliniara, am apelat la aproximarea punctelor fixe
pentru operatorii de contractie. Dintre metodele existente pentru a aproxima
punctele fixe, am studiat iteratia Picard si iteratia de tip Jungck.

Determinarea stabilitatii acestor metode este foarte importanta in aplicatii
practice, deoarece, in timpul procesului de calcul, o iteratie de punct fix stabila va
produce mici modificari valorii aproximate a punctului fix.

Conceptul de stabilitate pentru metodele iterative de punct fix a fost studiat in
mod sistematic de ciatre Harder [44], Harder si Hicks [45], [46], iar apoi, pornind
de la rezultatele lor, multi cercetatori au continuat studiul pentru diferite metode

iterative si utilizand categorii variate de operatori neliniari.

In aceastd lucrare, este tratatd problema stabilitatii metodelor iterative de
punct fix, punct fix comun, puncte de coincidenta si puncte fixe triple, pentru

anumite clase de operatori.

In capitolul intitulat Stabilitatea metodelor iterative de punct fix, punct
fix comun si puncte de coincidenta pentru operatori ce satisfac conditii
de contractie definite in mod explicit, prezentam notiunea de stabilitate a
metodelor iterative de punct fix si facem o trecere in revista a celor mai importante
contributii din acest domeniu.

Berinde [22] a introdus un concept natural de stabilitate, numit stabilitate
slaba, iar noi am transpus aceasta notiune pentru cazul in care avem doi operatori
S gi T, cu un punct de coincidenta, denumind (S, T')-stabilitate slaba.
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Totodata, am obtinut anumite rezultate de stabilitate pentru metode iterative
de punct fix comun, in spatiul metric (X, d), cu Y C X si doi operatori S,T : Y —
X cu un punct de coincidenta, care satisfac conditiile:

(i) d(Tz, Ty) < qd(Sx, Sy), pentru orice x,y € Y si q € (0, 1);

(ii) d(Tx, Ty) < qd(Sx,Sy) + Ld(Sz,Tx), Y,y €Y, qe€ (0,1)si L > 0.

Din cauza ca unele metode iterative de punct fix nu sunt slab stabile iar in
cazul lor, nu se poate determina stabilitatea decat in contextul unei noi definitii,
am introdus conceptul de w?-stabilitate.

Prin urmare, am prezentat cateva rezultate de stabilitate in spatiul metric

complet (X, d), folosind un operator T': X — X, care satisface conditiile:

(1) d(Tz,Ty) < max {d(z,Tz),d(y, Ty)};

(2) d(Tx,Ty) < max {d(z,Tx),d(y, Ty),d(x,y)};

(3) d(Tx,Ty) < max {d(x,Tx),d(y, Ty),d(x,y),d(x, Ty),d(y, Tx)};
(4) d(Tx, Ty) < max {d(z, Tx), d(y, Ty), d(z, y), LTI

pentru orice z,y € X si x # y.
Mai mult, am obtinut rezultate de stabilitate in spatiul metric complet (X, d),

pentru operatorii S, T : X — X cu un punct de coincidenta, care satisfac conditiile:

(1) d(Tx,Ty) < max {d(Sx,Tz),d(Sy, Ty)};

(2) d(Tz,Ty) < max {d(Sz,Ty),d(Sy,Tz)};

(3) d(Tx,Ty) < max {d(Sx,Tz),d(Sy, Ty),d(Sz, Sy)};

(4) d(Tx,Ty) < max {d(Sx,Tx),d(Sy,Ty),d(Sz, Sy),d(Sz,Ty),d(Sy, Tx)};
(5) d(Tx,Ty) < max{ (Sz,Tx),d(Sy,Ty),d(Sz, Sy), d(SI’Ty);d(Sy’TI)};

pentru orice x,y € X si v # y.
De asemenea, am prezentat cateva exemple de iteratii slab stabile, respectiv
iteratii w2-stabile care nu erau stabile, in raport cu 7', respectiv in raport cu (S, T).
Acest studiu poate fi extins si in cazul altor metode iterative de punct fix, cum

ar fi iteratia Ishikawa sau Mann.

In capitolul intitulat Stabilitatea metodelor iterative de punct fix, punct
fix comun si puncte de coincidenta pentru operatori ce satisfac conditii
de contractie definiti in mod implicit, am continuat studiul stabilitatii itera-
tiei Picard gi, de asemenea, al iteratiei de tip Jungck, pentru puncte fixe comune
si puncte de coincidenta, in cazul operatorilor de contractie care satisfac anumite

relatii implicite, cu numar diferit de parametri.
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Folosind multimea tuturor functiilor reale continue introduse de Popa [70],

F : R — R, cu urmatoarele conditii:

(1) F este continuu in fiecare variabila;

(2) exista h € [0,1), astfel incit, pentru orice u, v, w > 0, avem
o F(u,v,u,v,w) <0, sau
o F(u,v,v,u,w) <0,

atunci v < hmax {v,w},

am determinat un rezultat general de stabilitate pentru iteratia Picard, in spatiul
metric complet (X, d), pentru un operator T : X — X, cu Fiz(X) # (), pentru

care exista F' € [F, astfel incat, pentru orice x,y € X,

<0.

d(x,Tx)+d(y,T
P (a0, ) e o Tty ), LT AT
De asemenea, am prezentat un rezultat de stabilitate pentru metoda iterativa
de punct fix comun de tip Jungck, folosind operatori slab compatibili, care satisfac
proprietatea (E.A) gi sunt definiti cu ajutorul unei conditii implicite in spatiul
metric complet (X, d), respectiv S, T : X — X, pentru care exista F' € T, astfel

incat, pentru orice x,y € X,

T T
F (d(T:v,Ty),d(Sas,Sy),d(5$,Ty),d(Sy,T:B), d(Sz,Tw) ;r d(Sy. y)) <0.

Pe de alta parte, utilizand multimea tuturor functiilor reale continue introduse
de Popa [T1], [T2], F': RS — R, care satisfac conditiile:

(1) (a) F este descrescatoare in variabila a cincea gi
F(u,v,v,u,u+v,0) <0, u,v >0=3h €[0,1), u > hv;
(b) F este descrescatoare in variabila a patra si
F(u,v,0,u+v,u,v) <0, u,v >0= 3h €[0,1), u > huv;
(c) F este descrescatoare in variabila a treia i
F(u,v,u+v,0,v,u) <0, u,v >0=3h €[0,1), u> hv;
(2) F(u,u,0,0,u,u) > 0, pentru orice u > 0,

am determinat rezultate de stabilitate pentru metoda iterativa de punct fix comun,
in spatiul metric complet (X, d), pentru doi operatori S,T : X — X, Fiz(X) # 0,

pentru care exista F' € [F, astfel incat, pentru orice x,y € X,

F(d(Tz,Ty),d(Sxz,Sy),d(Sx,Tx),d(Sy, Ty),d(Sx, Ty),d(Sy, Tx)) < 0.
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Studiul stabilitatii poate fi extins si pentru alte metode iterative, cum ar fi
iteratia Ishikawa sau Mann, pentru alte conditii de contractie, sau modificand

numarul de parametri.

Ideea celui de-al patrulea capitol, denumit Un nou punct de vedere asupra
stabilitatii metodelor iterative de punct fix, se datoreaza Dlui. Prof. 1. A.
Rus [81], care a unificat notiunile de stabilitate din domeniul ecuatiilor diferentiale,
sistemelor dinamice, teoria operatorilor si din analiza numerica, prin noi notiuni.

Luand in considerare aceste notiuni, am determinat stabilitatea iteratiei Picard
pentru operatori care satisfac diferite conditii de contractie. De asemenea, am
studiat legatura dintre conceptele de stabilitate, respectiv dintre cel introdus de
Harder [44] si cel introdus de Rus [81].

Am obtinut rezultate de stabilitate in spatiul metric (X, d), pentru un operator
T : X — X, care pentru orice x,y € X, satisface conditiile:

(1) d(Tz,Ty) < 0,d(z,y) + Lyd(xz,Tz), 6, € [0,1), L, > 0;
(2) d(Tz,Ty) < dd(x,y) + Lmin{d(x,Tz),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)},
€ (0,1), L>0.

De asemenea, am prezentat cateva exemple de operatori care satisfac anumite
conditii de contractie, pentru care iteratia Picard asociata nu a fost stabila in
sensul lui Harder, dar a fost totusi stabila in sensul lui Rus.

Pe de alta parte, am transpus notiunea de stabilitate introdusa de Rus [81],
pentru iteratii de puncte fixe comune gi am studiat legatura dintre conceptul de
stabilitate dat de Singh si Prasad [88], dat pentru o pereche de operatori (S, T)
cu un punct de coincidenta si noul concept introdus.

Am prezentat apoi rezultate de stabilitate pentru metoda iterativa de tip
Jungck, in raport cu doi operatori care, pentru orice x,y € X, satisfac conditiile:

(1) d(Tx,Ty) < ad(Sx, Sy), a € [0,1);
(2) d(Tz,Ty) < hmax {d(Sz,Ty),d(Sy, Tx)}, h € [0,1).

Studiul poate fi extins, de asemenea, pentru alte metode iterative, cum ar fi
iteratia Ishikawa sau Mann, sau pentru alte conditii de contractie.

O problema deschisa ar fi determinarea stabilitatii in sens Rus, in cazul unor
operatori neexpansivi sau a unor aproape contractii, care nu satisfac o conditie de

unicitate.
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In capitolul intitulat Stabilitatea metodelor iterative de puncte triple
fixe, am introdus conceptul de stabilitate pentru metodele iterative de puncte
triple fixe, obtinand rezultate in cazul operatorilor mixt monotoni si monotoni,
care satisfac anumite conditii de contractie, obtinute prin extinderea de la punctele
fixe cuplate, studiate de Olatinwo [60], la punctele triple fixe.

Am obtinut rezultate de stabilitate pentru iteratii de puncte triple fixe, pe
spatiul metric (X,d), pentru operatori 7' : X* — X, in cazul de monotonie,
respectiv in cazul de mixt monotonie a lui 7', fiind satisfacute urmatoarele conditii:

() pentru k>0, un>0,p>0, k+pu+p<1,
d(T(x,y,2), T(u,v,w)) < kd(z,u) + pd(y,v) + pd(z, w);

(2) pentru aq, as, as, by, be,b3 >0, a1 +as+ag <1, by + by + b3 < 1,
d(T(x,y,2), T (u,v,w)) < ard(T(z,y,2),x) + bid (T (u,v,w),u);
d(T(y,z,2), T(v,u,w)) < asd(T(y,x, z),y) + bod (T(v,u,w),v);
d(T(w,y,z), T(z,v,u)) < asd (T (z,y,x), z) + bsd (T'(w,v,u),w);

(3) pentru ay, as, as, by, be,b3 >0, a1 +as +az <1, by + by + b3 < 1,
d(T(z,y,2), T (u,v,w)) < ard(T(z,y,z),u) + bd(T(u,v,w),z);
d(T(y,z,2), T(v,u,w)) < axd(T(y,x, z),v) + bod (T (v, u,w),y);
d(T(w,y,z), T(z,v,u)) < asd (T(z,y,x),w) + bsd (T'(w,v,u), z);

Vr,y, z,u,v,w € X.
Mai mult, am ilustrat aceste rezultate si cu un exemplu.

Studiul acesta poate fi extins folosind si alte conditii de contractie, pentru

operatori care satisfac diferite proprietati.
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