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Introducere

Teoria punctului fix este unul dintre cele mai puternice si mai productive instru-
mente din matematica moderna si poate fi considerata ca fiind nucleul analizei neliniare.
Evident cel mai cunoscut rezultat din teoria punctului fix este principiul contractiilor
lui Banach (1920), care poate fi considerat inceputul acestei teori. In spatii metrice
acest principiu poate fi formulat astfel:

Fie (X, d) un spatiu metric complet gi operatorul T : X — X wverifica conditia
(0.1) d(Tz, Ty) < ad(x,y), Y,y € X,

unde a € [0,1). Atunci operatorul T are un unic punct fix care poate fi obtinut prin
metoda aproximatiilor succesive pornind de la orice punct din spatiu.

Un astfel de operator care are un unic punct fix si sirul aproximatiilor succesive
(T"x),,sconverge catre acel punct fix pentru orice ¥ € X se numeste operator Pi-
card. In mare parte teoria metricd a punctului fix studiazi conditiile suficiente in
care un operator este un operator Picard. Deci Principiul Contratiilor a lui Banach
spune ca orice contractie, adica un operator care verifica relatia este un opera-
tor Picard. Unul din modurile de generalizare si extindere a Principiului Contractiilor
este nlocuirea conditie de contractie cu una mai slaba sau cu una independenta
de aceasta. Deoarece orice contractie este un operator continuu, s-a pus urmatoare
problema: Ezistd conditii contractive care sa nu implice continuitatea operatorului?

Primul raspunsul afirmativ la acesta problema a fost dat de R. Kannan [38] in
1968, care a demonstrat o teorema de punct fix care extinde principiul contractiilor la
operatori care nu trebuie sa fie continui, considerand in loc de conditia: exista
b€ [0,}) astfel incat

(0.2) d(Tx,Tz) <bld(zx,Tx)+d(y, Ty)|, Yo,y € X.

Urménd exemplul Teoremei lui Kannan, Chatterjea [22] a demonstrat o teorema
de punct fix in care conditia de contractie este duala relatiei (0.2)) si anume: exista
cE [O, %) astfel incat

(0.3) d(Tz,Tz) <bld(z,Ty)+d(y, Tx)], Y,y € X.
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iv INTRODUCERE

Este binecunoscut faptul, vezi Rhoades [57], cd cele trei conditii (0.)), si
sunt independente.

Prin combinarea celor trei conditii , si (0.3) L. Ciri¢ [25], S. Reich [55]
si ILA. Rus [60] au demonstrat o teorema de punct fix in care au inlocuit conditia de
contractie cu urmatoarea: exista numerele reale pozitive a, b, ¢ cu proprietatea a+b+c <

1 astfel incat
(0.4) d(Tz,Ty) < ad(z,y) +bd(z,Tx) + cd (y,Ty), Vr,y € X

In 1972, T. Zamfirescu [66] a obtinut o teorema de punct fix foarte interesanta prin
combinarea celor trei conditii (0.1)), (0.2) si (0.3) si inlocuirea acestora cu urmatoarea

1
)
pereche x,y € X cel putin una din urmatoarele conditii este adevarata:

(z1) d(T'x, Ty) < ad (z,y);

(22) d(Tz,Ty) < bld(z,Tx) +d(y,Ty));

(23) d(Tz,Ty) < cld(z,Ty) +d(y, Tx)].

conditie: exista trei numere reale a € [0,1) si b,c € [0 ) astfel incat pentru orice

O generalizare a Teoremei lui Kannan a fost facuta de R.M.T. Bianchini [4] prin
inlocuirea conditiei (0.2) cu urmatoarea: exista a € [0, 1) astfel incat

(0.5) d(Tz,Ty) < amax{d(z,Tz),d(y,Ty)}, Vz,y € X.

Conform clasificarii facute de Rhoades [57] numarul conditiilor de contractie existente
in literatura de specialitate este 125, iar conditiile de contractie prezentate mai sus
sunt cele pentru care 1n aceasta lucrare au fost facute extinderi si generalizari.

In anul 2003 W. A. Kirk, P. S. Srinivasan si P. Veeramani au intordus o noud metoda
de generalizare a conditiei si anume reducerea numarului perechilor (z,y) € X x X
care sa verifice conditia de contractie. Pentru aceasta au considerat ca A;, As, ... A,
sunt p multimi nevide si inchise ale spatiului X cu proprietatea X = 'LpJ A; si operatorul

=1
T verifica conditiile:

(1) T(Az) - Ai+1, Vi € {1, 2, ...,p}, unde Aerl = Al,
(2) d(Tz,Ty) < ad(z,y), Ve € A;, Yy € Ajyq, cui e {1,2,... p}.
In aceste conditii operatorul T are un unic punct fix.
Continuand pe aceeagi idee A. C. M. Ran and M. C. B. Reurings [51] au considerat
operatori pe spatii metrice partial ordonate, iar conditia de contractie (0.1) a fost

inlocuita cu urmatoarea: exista a € [0, 1) astfel incat
(0.6) d(Tz,Ty) < ad(z,y), Ve,y € X, x <y,

unde 7 < 7 este relatia de ordine partiala din spatiul X. Iar acesta conditie (0.6

generalizeaza conditia introdusa Kirk.
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In 2008 J. Jachymski [30] a avut excelenta idee sa foloseasca in loc de spatii met-
rice partial ordonate spatii metrice inzestrate cu un graf orientat, iar conditia de con-
tracgie sa fie indeplinita doar pentru muchiile grafului. Acest lucru Inseamna cdaci
G este un graf orientat i F (G) este multimea muchiilor grafului atunci conditia de

contractie este:
(0.7) d(Tx,Ty) < ad(z,y), V(z,y) € E(G).

Pornind de la aceste rezultate, scopul tezei este de a face un studiu sistematic al
teoremelor de punct fix in spatii metrice inzestrate cu un graf. Conditiile de con-
tractie pe care le vom folosi sunt: Kannan, Zamfirescu, Cirié-Reich-Rus, p—contractii
si Bianchini.

Lucrarea de fata este structurata in patru capitole, fiecare capitol fiind alcatuit din
mai multe sectiuni.

In primul capitol sunt prezentate notiunile de bazi din teoria puctului fix, noti-
uni pe care se construiesc conceptele introduse in aceasta lucrare. Pe parcursul celor
opt sectiuni, vom introduce notatiile folosite in aceasta lucrare, notiunile de metrica
si spatiu metric, multimile ordonate si spatiile metrice ordonate, grafurile, functiile
de comparatie, operatori pe spatii metrice si teoremele de punct fix corespunzatoare,
teoremele de punct fix pentru operatori in spatii metrice ordonate si pentru operatori
ciclici.

Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt: Exemplele [1.4.1],
Definitia si Observatia

In capitolul la doilea vom prezenta notiunea de Banach G-contractie introduss de
J. Jachymski in [30] si vom demonstra teoreme de punct fix pentru aceasta notiune.
In continuare vom demonstra ci Teoremele de punct fix in spatii metrice ordonate,
Teorema lui Edelstein, Teoremele de punct fix pentru operatori ciclici si Alternativa
punctului fix sunt consecinte ale Teoremei[2.1.2] Dupa care vom prezenta doua aplicatii
ale Alternativei punctului fix la demonstrarea stabilitatii de tip Hyers-Ulam a ecuatiilor
functionale.

Contributiile originale ale autorului sunt: Teorema [2.2.7] in care se demonstreaza

stabilitatea de tip Hyers-Ulam generalizata pentru ecuatia

(0.8)  flay(z1) +as (x2) + ... + an (x)) = maf (x1) + mof (x2) + ... + myf (z,),

Teoremele si in care se demonstreaza stabilitatea de tip Hyers-Ulam Rassias

pentru ecuatia

(0.9) y (x) + [ (@)y(z)+g(x) =0,

, Corolarele [2.2.1] [2.2.2] [2.2.3] [2.2.4] care sunt corolarele celor doua teoreme anterioare

in care se demonstreaza stabilitatea Hyers-Ulam a celor doua ecuatii, Lema [2.2.1

Concluzia [2.2] si demonstratiile Teoremelor [2.2.2] si 2.2.3]
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In Capitotlul al treilea vom extinde teoremele clasice de punct fix obtinute de Kan-
nan, Zamfirescu, Reich-Cirié-Rus, Bianchini pentru cazul spatiilor metrice inzestrate
cu un graf. Din aceste extinderi vom deduce teoreme de punct fix in spatii metrice
ordonate gi pentru operatori ciclici. Pentru fiecare concept nou introdus vom demon-
stra ca extinderea nu este triviala prin exemple de operatori care verifica conditiile
respective.

Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt:

Definitiile 3.1T.1[3.2.1[3.3.1|3.4.1][3.5.1], in care se definiesc notiunile de operatori G-

Kannan, G-Zamfirescu, GCiri¢-Reich-Rus, (G, ¢)-contractii gi operator G-Zamfirescu

Teoremele [3.1.7], 3.2.7], 3.3.1], [3.4.1], 3.4.2], [3.4.3] [3.5.2/1n care se demonstreaza teoreme

de punct fix pentru operatorii de mai sus

Corolarele B.1.1] B.2.1], 3.2.2 3.2.3 B.2.4, 3.3.1] B-3.2, 3.3.3] 3.3.4, B.4.1] 3.4.2] B-5.1], in

care particularizand grafurile din teoremele prezentate vom obtine teoreme de punct

fix 1n spatii metrice ordonate si pentru operatori ciclici,

Lemele 3.1.1, 2.1, 3.3.1} 3.3.2, B.5.1, B.5.2]

Exemplele 3.1.2) B.1.3| B.1.4] 3.1.5, B.1.6| 3.2.1} [3.2.2] 3.2.3] 3.2.4] [3.3.2] 3.3.33.3.4]
Observatiile [3.1.1], [3.1.2] [3.2.3] 3.2.2]

demonstratiile Teoremelor [3.1.2], [3.2.2] [3.3.2], [3.4.4] [3.5.3] si Propozitia

In Capitolul 4 vom extinde teoremele de punct fix din Capitolul 3 in cazul spatiilor

metrice G complete definind initial acest concept gi la teoreme de tip Maia.

Contributiile autorului din acest capitol sunt: Definitia Exemplul si
Teoremele



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Exista o multitudine de spatii in care sunt enunate si demonstrate teoremele de
punct fix: spatii metrice, spatii topologice, spatii uniforme gi spatii metrice partial
ordonate. Avand in vedere faptul ca in teza de fata spatiul ambiental este spatiu
metric Tnzestrat cu un graf, vom prezenta doar notiunile strict necesare pentru a crea

cadrul in care vom prezenta rezultatele importante ale tezei.

Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt: Exemplele [1.4.1]
Definitia si Observatia

1. Notiuni de baza si notatii

Fie X o multime nevida si f : X — X un operator. Vom nota cu:

P (X)={Y|Y C X} -multimea submultimilor lui X;

P(X)=A{Y|Y € X} -multimea submultimilor nevide lui X;

Py, (X), Py (X), P, (X) -multimea submultimilor nevide, marginite, inchise re-
spectiv compacte a lui X;

fo=1x,fl=f f2=fof, .., f*=fo fr ! -iteratele functiei f;

I(f)={AeP(X)|f(A) C A} -multimea submultimilor invariante in raport cu
e

Fy={x € X|f () =} -multimea punctelor fixe a lui f.

Let X, Y doua multimi nevide si f,g : X — Y doi operatori. Vom nota prin

C(f,g)={zeX|f(z)=g(x)}

multime punctelor de coincidenta a lui f si g.

2. Spatii metrice

Urmatoarele definitii si exemple sunt binecunoscute, vezi de exemplu [21], [28] sau
[62].

Definitia 1.2.1. Fie X o multime nevida. O functie d : X x X — R, se numeste
metrica sau distanta pe X daca:
i. d(z,y) =0 daca si numai daca x =y;
i. d(z,y) =d(y,z),Vo,y € X;
iii. d(z,z) < d(z,y)+d(y,z), Vr,y,z € X
1
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Daca d este o metrica pe mulfimea nevidd X atunci perechea (X,d) se numeste

spatiu metric.

Exemplul 1.2.1. Fie X = R" i

n

2
d(z,y) = (Z (xg — yk)Z) pentru orice x = (21, T2, ...Z,) , ¥ = (Y1, Y2, ---Yn) € R™,
k=1

atunci d este o metrica pe R™, numita metrica euclidiand. Urmdtoarele doud functii:

n

(5(I,y) - lek _yk‘a Vl’,y € Rn7
k=1

p(xay) :1H<1?£§L|xl_yz|7 v‘fl‘17yE]Rn7

sunt de asemenea metrice pe R™.
Exemplul 1.2.2. Fie X = {f : [a,b] = R, | f continua }. Atunci functia

d(f,g) = max |f () — g ()|, pentru orice f,g € X
z€la,

este o metrica pe X, numita metrica Cebisev.

Definitia 1.2.2. Fie (X,d) un spatiu metric. Un sir {x,},-, C X se numeste:
a. fundamental sau Cauchy dacd pentru orice ¢ > 0 exista ng = ng (¢) € N astfel
incat
d (Ty, Tntp) < €, pentru orice n € N,n > ngsi pentru oricep € N.
b. convergent la { € X daca pentru orice € > 0 exista ng = ng (¢) € N astfel incit

d(zn,l) < e pentru orice n € N,n > ny

Observatia 1.2.1. Intr-un spativ metric orice sir convergent este fundamental, dar

reciproca nu este adevarata in general.

Definitia 1.2.3. Un spatiu metric (X,d) se numeste complet dacd orice sir funda-

mental este convergent.

Exemplul 1.2.3. Fien € N* gi X = R". Atunci (X,d) este un spatiuv metric complet

unde d este metrica euclidiand.

Exemplul 1.2.4. Fie X = Q si d(z,y) = |z —y|, Va,y € Q. Atunci (X,d) este un
spatiu, metric care nu e complet deoarece sirul
1 1 1
{xn}n>17$n:§+§+w+ﬁ

este un sir fundamental dar nu este convergent in Q.

Referitor la convergenta unui gir de operatori, pe parcursul acestei lucrari vom folosi

uratoarele definitii:



3. MULTIMI ORDONATE. SPATII METRICE PARTIAL ORDONATE 3

Definitia 1.2.4. Fie (X, d) un spatiu metric i f,, f : X — X,n € N. Sirul {f,}

se numeste:

n>0

a. uniform convergent la f si notam f,— f cdnd n — oo, dacd pentru orice € > 0

exista N (¢) € N astfel incdt pentru orice n > N (g) si orice x € X avem cd:

d(fn(z), f(z)) <e.

b. converge punctual la f si notam notam f, RS f cand n — oo, daca pentru orice
e >0 si orice v € X exista N (e,2) € N astfel incdt pentru orice n > N (e,x) qvem
ca:

d(fn(z), f(2)) <e.

3. Multimi ordonate. Spatii metrice partial ordonate

Definitia 1.3.1. Fie X o multime nevida. Daca R este o submultime a produsului
cartezian X x X atunci perechea (X, R) se numeste relatie binara pe X. Dacd z,y € X

sunt in relatia R atunci vom nota xRy sau (x,y) € R.

Definitia 1.3.2. Fie R o relatie binara pe X. Relatia R se numeste:

. reflexiva daci xRx,Vr € X;

a
b. tranzitiva daca xRy si yRz atunci xRz,

o

sitmetrica daca Ry atunci yRx;

d. antisimetrica daca xRy si yRx atunci x = y.

Definitia 1.3.3. O relatie binara pe X reflexiva, tranzitiva si simetrica se numeste

relatie de echivalenta.

Exemplul 1.3.1. Pe C definim relatia R prin z1Rzy < |z1| = |22|, atunci R este o

relatie de echivalenta pe C.

Definitia 1.3.4. Fie R o relatie de echivalenta pe X .
a. Multimea notata
2] = {y € X |yRa}
se numeste clasa de echivalenta a elementului x € X.

b. Multimea notata
def
Xr={lz]gle e X}

se numeste multime factor sau mulfime cat o lui X in raport cu relatia R.
Exemplul 1.3.2. Fie n € N*. Pe Z definim relatia de congruenta modulo n prin

x = y(mod n) daca x — y este divizibil cu n. Atunci relafia de congruentd modulo n

este o relatie de echivalenta pe 7 si multime cat a lui Z. in raport cu aceasta relatie este

Z‘E":Otzn ={0.1, 71/—\1}
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unde T = [r|_ pentru orice r =0..n — 1.

Definitia 1.3.5. O relatie binara pe X reflexiva, tranzitiva si antisimetrica se numeste
relatie de ordine sau relatie de ordine partiald si in acest caz perechea (X, R) se

numeste multime ordonata sau multime partial ordonata.

Observatia 1.3.1. Dacad R este o relatie de ordine pe multimea X vom folosi notatiile
x <y care va insemna xRy, x >y pentru yRx, respectiv x < y pentru xRy si x # vy,

unde x,y € X.

Definitia 1.3.6. Fie (X, <) o multime ordonatda. Doud elemente x,y € X se numesc
comparabile daci v < y sau x > y. In caz contrar ele se numesc incomparabile.
O multime ordonata in care orice doua elemente sunt comparabile se numeste multime

total ordonata.

Exemplul 1.3.3. Fie ” < 7 relatia de ordine naturald pe R, atunci (R,<) este o

multime total ordonata.

este

77|77

Exemplul 1.3.4. Multimea (N,|) este o multime partial ordonatd, unde

relatia de divizibilitate pe N.

Definitia 1.3.7. Fie (X, <) o multime ordonata si A C X. Atunci mulfimea A se
numeste:

a. marginita superior dacd exista M € X astfel incit x < M, pentru orice v € A;
b. marginita inferior daca exista m € X astfel incat m < x, pentru orice x € A;

c. marginita daca este marginita superior si inferior.

Definitia 1.3.8. Fie (X,d) un spativ metric. Daca 7 < 7 este o relatie de ordine

partiald pe X atunci tripletul (X, d, <) se numeste spatiu metric partial ordonat.
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4. Grafuri
Urmatoarele definitii si exemple sunt binecunoscute, vezi de exemplu [26] sau [37].

Definitia 1.4.1. Un graf orientat G este o pereche ordonata (V (G), E (G)) formata
dintr-o multime nevida V (G) de noduri si o multime E (G) de muchii sau arce,
disjuncta fata de V (G) tmpreund cu o functie de incidentd g care asociazd fiecarei

muchii din G o pereche ordonata de noduri(nu neaparat distincte) din V (G).

oy

Fig. 1 Graf orientat G

Observatia 1.4.1. Dacd in definitia functia Vg asociaza fiecarei muchii din G
o pereche neordonata de noduri(nu neaparat distincte) din V' (G) atunci G se numeste

graf neorientat (Vezi Fig.2).

Fig. 2 Graful neorientat obtinut din G

Daca ¢ (e) = (a,b) atunci vom spune ca a i b sunt nodurile incidente muchiei
e sau ca muchia e unegte nodurile a gi b. Daca ¥¢ (e) = (a,a) atunci muchia e se
numeste bucla a grafului G. Grafurile in care multimea nodurilor este finita se pot
reprezenta grafic, proprietate din care provine numele notiunii. Nodurile unui graf le
vom reprezenta prin puncte iar muchiile printr-o curba sau un segment care uneste cele
doua noduri incidente.

Inversul grafului orientat G este graful notat G~—! si care se obtine din G prin
inlocuirea fiecarei muchii (a,b) € F(G) cu muchia opusa adica (b,a). Prin urmare

avem ca:

V(G =V(G) si E(G) ={(b,a) |(a,b) € E(G)}
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Vom nota cu G graficul obtinut din G prin addugarea muchiilor opuse ale lui G si vom

obtine ca:
(1.10) V(G)=V(e) siE(G)=EGUE(G)

Graful G este un graf orientat in care multimea muchiilor este simetrica.

Fig. 3 Inversul grafului G
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bucla

(v

muchii

Fig. 4 Graf care contine muchii paralele (multigraf) si bucle

Vom spune ca (V' E’) e un subgraf a lui G daca V! C V (G), E' C E(G) si pentru
orice muchie (z,y) € E', x,y € V.

4

H, Hy

Fig.5b Hy si H, sunt subgrafuri ale lui G

In continuare vom prezenta cateva notiuni privind conectivitatea unui graf orientat.

Definitia 1.4.2. Daca x siy sunt noduri ale grafului orientat G, atunci un drum in
G de la x lay de lungime N (N € N) este un gir (x,) de N + 1 noduri astfel incat
o=z, Ny =Y §i (Tpn_1,2,) € E(G) pentrui=1,...,N.

Definitia 1.4.3. Un graf orientat G se numeste conex daca exista cel putin un drum

intre orice doud noduri din G. lar G se numeste slab conex daca G este conex.
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Daca graful orientat G are multimea muchiilor F (G) simetrica si x este un nod din
(G, atunci subgraful notat GG, format din toate muchiile si nodurile care sunt continute
intr-un drum oarecare care pleaca din x se numeste componenta conexa a lui G care-1
contine pe z. In acest caz V (G,) = [z], unde [z], este clasa de echivalentd a lui x in

raport cu relatia R definita pe V (G) prin:
yRz daca exista un drum in G de la y la z.

Este clar ca G, este conex.

X

Fig. 6 Graf conex. B-A-D-C este un drum de lungime 3

N

Fig. 7 Graf slab conex dar care nu e conex

Observatia 1.4.2. Graful din Fig. 7 nu este conex deoarece nu exista niciun drum in
G de la F la C, dar existd un drum tn G de la F la C si anume F-D-C iar restul sunt

conectate direct in G.

Definitia 1.4.4. Fie X o multime nevida, T : X — X o functie si G un graf orientat
cu proprietatea V (G) = X. Spunem ca graful G este T—conex dacd pentru orice
noduri x,y din G cu (z,y) ¢ E(G), exista un drum in G, (xi)fio de la x la y astfel
incit o = x,on = y st (v, Tzr;) € E(G) pentru orice i = 1,.... N — 1. Un graf

orientat G este slab T—conex daci G este T— conex.
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In cele ce urmeaza vom exemplifica aceastd proprietatea a grafurilor.
Exemplul 1.4.1. Fie X :=[0,1] . Definim graful G prin V (G) = [0,1] si

E(G) = {(z,y) € (0,1] x [0, 1] [z >y} U{(0,0),(0,1)}
iar functia

Tr= % pentru x € (0,1], i 70 =1

Perechile de noduri care nu sunt incidente unei muchii din G sunt de forma (a, b)

cua,b € (0,1), a < b. Considerim drumul (z;)?_, definit prin
Top=a, r;y = O$2 1LL’3—b

Este evident ca (a,0),(0,1),(1,b) € E(G) si (0,70) = (0,1) € E(G) respectiv
(1,71) = (1, %0) € E(G). Deci graful G este T—conex. Este evident ca graful G

este gi conex.

Observatia 1.4.3. Exista grafuri conexe si functii T : X — X astfel incat ele sa nu

fie grafuri T'—conexe.

Exemplul 1.4.2. Fie X = Z, T : Z — Z, Tx = x + 3 iar G graful definit prin
V(G)=ZsiE(G)={(mm+1)meZ}J{(m+1,m)|m € Z} Graful G este conex
deoarece pentru orice a,b € Z,a < b exista un drum de la a la b si anume xo = a,x1 =
a+ 1,29 =a+2,...,2p_, = b, dar nu este T'—conex deoarece, daca a,b € Z,a < b—1
atunci orice drum de la a la b trece priny =b—1, iar (y,Ty) = (b— 1,0+ 2) ¢ E(G).

5. Functii de comparatie

In aceastd sectiune vom prezenta citeva concepte in legitura cu notiunea de functie
de comparatie, impreuna cu cateva rezultate cunoscute care au legatura cu teoria punc-
tului fix, vezi de exemplu [67, 11], BT, 62, 61]. Fie ¢ : R, — Ry o functie gi urma-
toarele proprietati:

(i

(ii,) (t) <t pentru orice t > 0;

(iiiy) ¢ (0) =

»)  este monoton crescatoare adica t; < to implica ¢ (1) < ¢ (t2);
) ¥
) ¢
(ivy,) ¢ este continua;
)
) X
)

(Vo {go (t)} converge la 0 pentru orice t < 0;

(vig

(vil, hm ( (1)) = oo;

©" (t) converge pentru orice t > 0;

(viiy) go este subaditiva adica ¢ (t1 +t2) < ¢ (t1) + ¢ (t2) pentru orice ¢1,t, € Ry

Lema urméatoare arata legaturile dintre conditiile de mai sus, vezi [67), 11l [61].

Lema 1.5.1. 1. (i,) si (ii,) implica (iii, );
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2. (iiy,) si (ivy,) implica (iii, );

3. (iy) st (v,) implica (iiy).

Definitia 1.5.1. 1. O functie ¢ care verifica (i,) si (v,) se numeste functie de com-
paratie;

2. O functie ¢ care verifica (i,) si (vi,) se numeste functie de (c)-comparatie;

3. O functie de comparatie care verificd (vii,) se numeste functie de comparatie strictd;
Notiunile definite anterior verifica urmatoarele proprietati.

Lema 1.5.2. 1. Orice functie de (c)-comparatie este o functie de comparatie;

2. Orice functie de comparatie stricta este o functie de comparatie;

3. Orice functie de comparatie verifica (iiy,);

4. Orice functie de comparatie care verifica (viil,) va verifica si (iv,);

5. Dacd ¢ este o functie de comparatie, atunci, pentru orice k € N* functia o este de
asemenea o functie de comparatie;

6. Dacd ¢ este o functie de (c¢)-comparatie, atunci functia
s Ry =Ry, s(t)=> ¢ (t), te Ry
k=0
verifica (i,) si (iiiy ).

In continuare vom prezenta citeva exemple de functii de comparatie prezentate in
[67, 11, [61]

Exemplul 1.5.1.

1. p(t)=at, t € Ry sia€(0,1) verifica toate condtiile (i,)-(viiiy,);

2. 0(t)=In(l+t), t € Ry, este o functie de comparatie;

3. p0(t) = 1%1‘/’ t € Ry este o functie de comparatie stricta dar nu este o functie de
(c)-comparatie;

4. @(t) = 5t, dacd 0 < t < lsip(t) =t — 1 dacd t > 1 este o functie de (c)-

comparatie dar nu este o functie de comparatie stricta.

6. Operatori pe spatii metrice si puncte fixe

In aceastd sectiune vom prezenta citva operatori de tip contractiv la care vom face
referire pe parcursul acestei lucrari in legatura cu metoda aproximatiilor succesive.
Detalii despre aceste notiuni pot fi gasite in [67, 11, 57, 61, [62]. Vom reaminti

v

ca:

Definitia 1.6.1. Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii metrice. Un operator T : X —'Y se

numeste:

. . o d .
a. continuu dacd pentru orice §ir (v,),5, C X cuz, =z € X avem ca T (x,,) 5T (x) e
Y;
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b. orbital continuu dacd pentru orice x,y € X si orice sir (k,), oy de numere natu-
rale, avem ca:
T* & — y implics TF 1o — Ty;
c. cu graficul inchis daca pentru orice sir (azn)@O C X cu proprietatile x, LreX
siT (x,) Dy eY, avem ci T (z) = y;
d. compact dacd pentru orice A € P, (X) avem ci T (A) € P, (Y);

e. complet continuu daca este continuu $i compact.
Un tip special de continuitate a fost introdus de J. Jachymsky in [30] si anume:

Definitia 1.6.2 ([30], Def 2.3). Fie (X, d) un spatiu metric $i G un graf astfel incat V (G) =
X. Un operator T : X — X se numeste G-continuu daca pentru orice sir (o), .y

din X, cu proprietatea x, — x §i (Tp,Tpns1) € G avem ca:

Tx, — Tx.
Exemplul 1.6.1. Dacd (X,d,<) este un spatiu metric partial ordonat si G graful
definit prin V(G) = X dar E(G) = {(z,y)|x <y}. Un operator T : X — X este

G-continuu daca si numai daca transforma orice sir crescator si convergent intr-un $ir

convergent. In particular, pentru X = R avem cd T este continuu la dreapta.
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Definitia 1.6.3. Fie (X, <) o multime ordonata. Un operator T : X — X se numegte:

1. crescator dacaVr,y € X cux <y avem Tx <Ty;
1. descrescator daca Vzx,y € X cuzx <y avem T'x > Ty;

115. monoton daca este crescator sau descrescator.

Una din metodele de baza a aproximatiei iterative a punctelor fixe ale unui operator

este metoda aproximatiilor succesive adica:

Definitia 1.6.4. Fie X o multime nevida si T : X — X un operator. Pentru orice
wo € X, sirul (1,),-, definit prin

(1.11) Tp =T (xp—1)=T"(z0),n >1

se numeste girul aproximarilor succesive a lui'T cu primul termen xy sau iteratia

Picard a lui T care porneste din xy.
Metoda aproximatiilor succesive se bazeaza pe urmatoarea observatie:

Observatia 1.6.1. Dacd (X, d) este un spatiu metric si T : X — X wverifica conditile:

I exista xg € X astfel incit T™ (xg) baex pentru n — o0o;

II. T este un operator cu graficul inchis

atunct T'x* = x*.

Teoria metodelor iterative se concentreaza pe asigurarea conditiilor din observatia
anterioara pentru diferite tipuri de operatori. In continuare vom prezenta cele mai
reprezentative tipuri de operatori din teoria punctului fix gi teoremele de punct fix

corespunzatoare acestor operatori.

Definitia 1.6.5. Fie (X,d) un spatiu metric. Un operator T : X — X se numeste
(Banach) contractie cu constanta a sau a-contractie dacd existd o constantd o €
[0,1) astfel incat

(B) d(Tz,Ty) < ad(z,y)
pentru orice x,y € X.

Exemplul 1.6.2. Fie X = [0,1] si d metrica euclidiana. Atunci operatorul T : X —

+ 1 este o Banach contractie cu constanta o = %

z
2

Proof: Deoarece T este continuu si derivabil pe [0, 1] atunci din Teorema lui La-

grange avem ca exista ¢, , € (0, 1) astfel incat
1
’T.I—Ty‘ = ’T/(Cl‘,y)‘ ' |$—y| < §|$_y|7vxay€ [071]7 l;’éy

deoarece T" (z) < 3, Va € [0,1]. Pentru x = y relatia (B) este adevarata.
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Observatia 1.6.2. Daca T este o Banach contractie atunci T este un operator con-

tinuu. Deci, daca un operator nu este continuu atunci nu este o Banach contractie.

U

Teorema de punct fix pentru Banach contractii a fost formulata prima data in spatii
Banach in [9] si se numegte Principiul Contractiilor a lui Banach, care poate fi formulat
astfel:

Teorema 1.6.1. Fie (X,d) un spatiu metric st T : X — X o Banach contractie cu
constanta a € [0,1). Atunci:

(1) T are un unic punct fiv x* € X;

(2) iteratia Picard definita de converge la x* pentru orice xg € X;

(3) au loc urmatoarele estimari

(1.12) d (2, 2") < 10‘ ~d(zg,71),¥n >0
—
(1.13) d (2n,2%) < 1?@ cd(zp_1, ), V0 =1

(4) ordinul de convergentd al iteraliei Picard este dat de
(1.14) d (T, ") < a"d(xg,z"),¥Vn > 1

Pentru demonstratia acestei teoreme vezi de exemplu [62]. O idee despre impor-
tanta acestei teoreme 1n teoria punctului fix este sugerata de numarul mare de rezul-
tate obtinute ca extinderi sau generalizari ale Principiului Contractiilor. Este clar ca
orice Banach contractie este un operator continuu,dar conditia de continuitate nu esteo
conditie necesara pentru ca un operator sa fie operator Picard. O conditie mai generala

decat cea de contactie care nu implica continuitatea operatorului este:

Definitia 1.6.6. Fie (X,d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste

contractie pe grafic dacd exista o constanta a € [0,1) astfel incdt

(1.15) d (Tx,TQx) < ad(z,Tx)
pentru orice x € X.
Referitor la aceasta notiune, in [54] s-a demonstrat ca:

Teorema 1.6.2. Fie (X,d) un spati metric complet si T : X — X o contractie pe
grafic cu graficul inchis. AtunciT are cel putin un punct fix iar iteratia Picard (T"z), -

converge catre un punct fiz a lui T pentru orice x € X.

In continuare vom prezenta cteva cazuri particulare de contractii pe grafic.
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Definitia 1.6.7. Fie (X,d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste

1) astfel incat:

operator Kannan daca exista o constanta k € [O, 3

(K) d(Tz,Ty) < kld(z, Tx) +d(y, Ty)]
pentru orice x,y € X.

Exemplul 1.6.3. Fie X = R inzestrat cu norma euclidiana si operatorul T : R — R,
0; <10

definit prin Tx = este un operator Kannan cu constanta k =
1; 2> 10

W=

Proof: Daca x,y < 10 sau z,y > 10 relatia este evidenta. Daca x < 10 si

y > 10 atunci avem de demonstrat ca:
1
1< g lle— 1]+ Jyl)

ceea ce este adevarat deoarece x — 1 < 10 folosind si simetria distantei va rezulta ca T’
este un operator Kannan.

g

Exemplul 1.6.4. Fie X = N inzestrat cu restrictia la N a normei euclidiene si op-

eratorul T : N — N, definit prin Tx = F} este un operator Kannan cu constanta

4
_1
k=1

Proof: Daca x = y atunci relatia (K]|) este adevarata iar din cauza simetriei dis-

tantei este suficient so demonstram aceasta relatie doar in cazul x > y. Deci vom

1= (l<5 (-Gl b - EID

Relatie care este echivalenta cu
i [ <s (- [0 [5)
il R ) g S _|Z
M {4] DA P b

)2 <res

demonstra ca:

adica

4 4
relatie care este adevarata pentru orice x,y € N. Prin urmare operatorul 7" este un

operator Kannan.
O

Observatia 1.6.3. Spre deosebire de Banach contractii care sunt continue operatorii
Kannan nu sunt in general continui asa cum se poate observa la Exemplul[1.6.3, deci via
Observatia acest operator nu este o Banach contractie. Dar conform FExemplului

existd operatori Kannan continui care sunt si Banach contractii.

Referitor la aceasta notiune, in [38] s-a demonstrat ca:
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Teorema 1.6.3. Fie (X, d) un spati metric complet giT : X — X un operator Kannan.
Atunci T are un unic punct fiv iar iteratia Picard (T"x), -, converge catre punctul fix

a lui T pentru orice x € X.

O alta conditie care generalizeaza atat Banach contractiile cat si operatorii Kannan
este conditia introdusa de L. Ciri¢ [23], S. Reich [55] si .A. Rus [58], vezi si [61].

Definitia 1.6.8. Fie (X, d) un spafi metric. Un operator T : X — X se numegste
operator Cirié-Reich-Rus dacd existd a, 3,7 € Ry cu proprietatea o + 5+ v < 1

astfel incat:
(CRR) d(Tz,Ty) < ad (z,y) + Bd (x, Tx) + vd (y, Ty)
pentru orice x,y € X.

Teorema de punct fix corespunzatoare, vezi [23), 55|, 58] este:

Teorema 1.6.4. Fie (X, d) un spati metric complet si T : X — X un operator Cirié-
Reich-Rus. Atunci T are un unic punct fix iar iteratia Picard (T":E)n>0 converge catre

punctul fix a lui T pentru orice x € X.

Observatia 1.6.4. Este simplu de observat cd conditia lui Cirié-Rech-Rus general-
izeazd condiia lui Banach care se obtine din[CRR| pentru f =~ = 0 cdt si conditia lui

Kannan obtinuta pentru o = 0.

Observatia 1.6.5. De fapt in [58], Rus a considerat urmatoarea conditie de contractie
d(Tz,Ty) < ad(z,y) +bd(z,Tz) +d(y, Ty)], Vo,y € X

unde a,b € Ry sia+2b < 1, conditie care este echivalentd cu datorita simetriei

distantei.

O conditie asemanatoare cu cea a lui Kannan a fost introdusa de S.K. Chatterjea
in [22].

Definitia 1.6.9. Fie (X,d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste
operator Chatterjea daca exista o constantd ¢ € [O, %) astfel incat:

(C) d(Tz,Ty) < cld(z, Ty) + d(y,Tx)]

pentru orice x,y € X.

Referitor la aceasta conditie avem urmatoarea teorema de punct fix, vezi [22]:

Teorema 1.6.5. Fie (X,d) un spati metric complet i T : X — X un operator Chat-
terjea. Atunci T are un unic punct fiz iar iteratia Picard (T”x)n>0 converge catre

punctul fix a lui T pentru orice x € X.
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In [57], B.E. Rhoades a demonstrat ca cele trei conditii , si sunt total
independente. Combinand cele trei conditii, Intr-un mod foarte inspirat T. Zamfirescu

[66] a considerat urmatoarea conditie de contractie:

Definitia 1.6.10. Fie (X, d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste
operator Zamfirescu dacd exista constantele reale o € [0,1), k,c € {0, %) astfel

incat pentru orice x,y € X, cel putin una dintre conditiile urmatoare este indeplinita:
(1) d(Tz,Ty) < ad (z,y);
(2) d(Tz, Ty) < kld(x,Tz)+d(y,Ty)];
(3) d(Tz,Ty) < cld(x, Ty) +d(y, Tx))].

In [66] Zamfirescu a demonstrat urmatoarea teorema de punct fix:

Teorema 1.6.6. Fie (X,d) un spali metric complet si T : X — X un operator Zam-
firescu.  Atunci T are un unic punct fir iar iteratia Picard (T"x),., converge catre

punctul fix a lui T pentru orice x € X.

Generalizand conditia de contractie de la un operator Cirié-Reich-Rus, G.E. Hardy

si T.D. Rogers au introdus urmatorul concept:

Definitia 1.6.11. Fie (X, d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste
operator Hardy-Rogers daca exista a,b,c,, e, f € Ry cu proprietatea a + b+ ¢ +
e+ f <1 astfel incat:

(HR) d(Tx,Ty) < ad (z,y) + bd (z,Tx) + cd (y, Ty) + ed (x,Ty) + fd (y, Tx)

pentru orice x,y € X.

Este simplu de observat ca conditia generalizeaza conditiile (B),(K), (CRR)
si . In [25] s-a demonstrat ci:

Teorema 1.6.7. Fie (X, d) un spati metric complet si T : X — X un operator Hardy-
Rogers. Atunci T are un unic punct fix iar iteratia Picard (T”x)wo converge catre

punctul fix a lui T pentru orice x € X.

O alta conditie de contractie mai generala decat precedentele este cea introdusa de

Ciri¢ in [25] si anume:

Definitia 1.6.12. Fie (X,d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste

quasi-contractie dacd existd h € [0,1) astfel incat:
(Q) d(Tx,Ty) < hmax{d (x,y),d(z,Tx),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)
pentru orice x,y € X.

In [25] s-a demonstrat ca:
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Teorema 1.6.8. Fie (X, d) un spati metric complet i T : X — X o quasi-contractie.
Atunci T are un unic punct fix iar iteratia Picard (T":U)T120 converge catre punctul fix

a lui T pentru orice x € X.

Folosind notiunea de functie de comparatie introdusa in sectiunea 1.5 Rus [61]

introdus uratorul concept:

Definitia 1.6.13. Fie (X,d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste
p-contractie daca exista o functie de comparatie ¢ : Ry — R astfel incat:

(¢ C) d(Txz, Ty) < ¢ (d(2,y))

pentru orice x,y € X.

Si a demonstrat urmatoarea teorema de punct fix:

Teorema 1.6.9. Fie (X,d) un spati metric complet si T : X — X o p-contractie.
Atunci T are un unic punct fix iar iteratia Picard (T"a:)nZD converge catre punctul fix

a lui T pentru orice x € X.

Un alt tip de contractie independent de cele prezentate pana acum este cel de

aproape- contractie si el a fost introdus de V. Berinde in [10] si anume:

Definitia 1.6.14. Fie (X,d) un spati metric. Un operator T : X — X se numeste

aproape-contractie dacd existd doud constante 6 € [0,1) si L > 0 astfel incdt:
( AC) d(Tx,Ty) < dd(z,y) + Ld (y, Tx)
pentru orice x,y € X.

Asga cum s-a demonstrat in [10] sau [12], pentru aproape-contractii avem ca:
Teorema 1.6.10. Fie (X,d) un spali metric complet si T : X — X o aproape-
contractie cu constantele 6 € [0,1) gi L > 0. Atunci:

(1) iteratia Picard (T"wy),, converge catre x* (z9) € Fr pentru orice g € X;

(2) pentru orice v € X avem cd: d(z,r" (x)) < 1—5d (v, Tx);

(3) au loc urmatoarele estimari:

>
3

(1.16) d(T"'z,xz" (z)) < d(z,Tx),n>1

—_
|

J

N

1.17 d(T"z,z" () < d(T" 'z, T"z) ,n>1
(

—_
(=)

7. Teoreme de punct fix pentru operatori ciclici

In anul 2003 W. A. Kirk, P. S. Srinivasan si P. Veeramani au intordus o noud metoda
de generalizare a conditiei de contratie din Teorema lui Banach si anume reducerea
numarului perechilor (z,y) € X x X care sa verifice conditia de contractie.

Pentru aceasta ei au introdus urmatorul concept:
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Definitia 1.7.1. Fie p € N, p > 2 si {A;}}_, o familie de p submultimi nevide si
inchise ale spatiului metric (X,d). Un operator T : {A;}_, — {A;}_, se numeste un

operator ciclic daca:

(1.18) T (A;) € Aiq, pentruoricei € {1,2,..,p}, unde A, = Ay.
Observatia 1.7.1. In cazul p = 2, un operator T este ciclic daci T : AUB — AU B
st verifica conditiile:

(1.19) T(A)CBsgi T(B)CA.

In [39], W.A. Kirk, P.S. Srinivasan and P. Veeramani a considerat urmatoarea

extindere, pentru doua multimi:

Teorema 1.7.1 ([39]). Fie A si B doud submulfimi nevide si inchise ale spatiului
complet X. Presupunem ca T : X — X wverifica st

(1.20) d(Tx,Ty) < kd(x,y), pentru oricex € A, y € B,
unde k € [0,1). Atunci T are un unic punct fix in AU B.

Evident conditiile din ipoteza Teoremei [I.7.1] pot fi extinse la o familie finita de
submultimi gi anume
Teorema 1.7.2 ([39]). Fiep e N, p > 2 si {A4;}_, o familie de p submultimi nevide
si inchise ale spatiului metric (X, d). Presupunem ca T : {A;},_, — {A:}_, verifica
$
(1.21) d(Tz, Ty) < kd(z,y), pentru oricex € A;, y € A, 1 <1 <p

P
unde Ayt = Ay. Daca k € (0,1) atunci T are un unic punct fic inY = U Ay .
k=1

In legitura cu operatorii ciclici, Rus [59] a introdus urmatorul concept:

Definitia 1.7.2. Fie X o multime nevida si T : X — X un operator. Prin definitie,
X = U A, este o reprezentare ciclica a lui X in raport cu T dacd:
i=1
(i) Aii =1, ..., p, sunt multimi nevide;

(i) T (A1) C Ay, T'(Ay) C As, ..., T (Ay) C Ay
Dintre rezultatele obtinute pentru operatori ciclici amintim cel obtinut de Pacurar
si Rus in [49] si anume:
Teorema 1.7.3. Fie (X,d) un spatiu metric complet, Ay, As, ..., A, € Pcl(X), Y =
P
U A;, ¢ : Ry = Ry o functie de (c)-compartie si T : Y — Y un operator. Presupunem
i=1
P
ca |J A; este o reprezentare ciclica a lui'Y in raport cu T st T este o p—contractie
=1

K3
ciclica, adica verifica relatia:

(1.22)  d(Tz,Ty) < p(d(x,y)), pentru oricex € A;, y € Ajyq, unde 1 <1< p
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Atunci:

(i) T are un unic punct fiz x* € ﬂ A; si sirul Picard {T"x}, . converge la x* pentru
=1

orice valoare initiala x € Y ;

(7i) au loc urmatoarele estimari:
A(T", %) < 5 (6" (d (2, T2))) > 1
d(T"z,z%) < s (go" (d (T” T g ))) ,n =
(ii1) pentru orice v € Y avem ca:
d(z,z") < s(d(z,Tx))

unde s : R, — R este definita prin
=> ¢ ()
k=0

In cele ce urmeaza vom prezenta cateva rezultate recente referitoare la operatorii

ciclici obtinute de Petric si Zlatanov [7] respectiv Petric [6]

Teorema 1.7.4 ([7], T2.1). Fie {A o famzlze de submultimi nevide si inchise ale

spatiului metric complet X si T : U A — U A;, un operator Kannan ciclic adica, T
=1 =1

este un operator ciclic si exista a € [O, %) astfel incat:

(1.23) d(Tz,Ty) < ald(x,Tz) +d(y,Ty)], pentru oricex € A;, y € Aiy1, 1 <i<p
Atunci
(i) T are un unic punct fix z* € ﬁ A;;

P

(ii) Iteratia Picard {T"xo}, .y converge la x* pentru orice valoare initiald xo € U A;

i=1
(7ii) au loc urmdatoarele estimari:

)\n
1—A
mn * A n—1
d(T"zg,x*) < ﬁd(T Zo, T" xo) n>=0

(iv) ordinul de convergenta al iteratiei Picard este data de

d(T"zg,x*) < d(zg,x1), n=0

d(T"xg,x*) < M\ (T”_lxo,x*) ,n>1;
unde A = %=

a

Teorema 1.7.5 ([47], T2.5.1). Fie {A; }p L0 familz’e de submultimi nevide si inchise
ale spatiului metric complet X si T U A — U A;, un operator Cirié-Reich-Rus

ciclic adica, T este un operator ciclic si emsta a, b > 0 cua+ 2b < 1 astfel incat:
(1.24)
d(Tz,Ty) < ad(z,y)+b[d (z,Tx) + d(y,Ty)], pentru oricex € A;, y € A1, 1 <i < p.
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p
Atunci T are un unic punct fix * € () A;.
=1

8. Teoreme de punct fix in spatii metrice partial ordonate

In anul 2004 Ran si Reurings [51] inlocuieste conditia de contractie din Teorema
lui Banach cu una mai slaba care nu cere satisfacerea conditie de contractie pentru
orice x,y € X cu numai pentru elemente comparabile dintr-un spatiu metric partial

ordonat. Teorema de punct fix corepunzatoare este

Teorema 1.8.1 ([51], T2.1). Fie (X,d) un spati metric complet inzestrat cu o relatie

de ordine < astfel incat:

(1.25)  orice multime cu doud elemente din X este marginitd inferior gi superior.
Fie T : X — X un operator continuu $i monoton astfel incat

(1.26) da€0,1),Vo,y e X, (v <y =d(Tz,Ty) < ad(z,y))

Daca exista xg € X cu xg < f (xg) sau xo > f(xg), atunci T este PO.

O extindere a acestei teoreme a fost facuta de Nieto si Rodriyguez-Lépez [44] si

anume:

Teorema 1.8.2 ([44], T2.1-2.5). Fie (X,d) un spali metric complet inzestrat cu o
relatie de ordine 7 < 7. Fie T : X — X un operator crescator si care verifica .

Presupunem ca una din conditiile urmatoare este indeplinita:
(A) T este continuu si exista xo € X astfel incat xo < f (zo) sau xo = f (o),
(B) spatiu metric ordonat (X,d, <) verifica relatia:

(1.27)  pentru orice sir crescator (Ty),cy CUTn, — T, avem c¢d T, < T, Vn € N

si exista xg € x astfel incat vo < f (xo) ;

(C) spatiu metric ordonat (X, d, =) verificd relatia:
(1.28)  pentru orice sir crescator (xy),cy CUTn — T, avem ¢ T < Tp, VN € N
st existd xg € x astfel incat f (xg) < o ;
Atunci T are un punct fiv. Mai mult, dacd in (X, <) orice mulfime cu doud elemente

este marginita atunci T este PO.

Urmatoarele imbunatatiri ale rezultatelor de mai sus au fost gasite independent de
Petrusel si Rus in [48] respectiv Nieto si Rodriyguez-Lépez [45]. Insa vom prezenta o
varianta un pic modificata a acestor rezultate, varianta preluata din lucrarea lui Nieto,

Pouso si Rodriyguez-Loépez [43]. Vom nota

X ={(z,y) e XxX|z<gysauy< x}
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Teorema 1.8.3 ([48] T4.3, [45] T7, [43] T3.1). Fie (X,d) un spatiu metric complet

7 astfel incat orice multime cu doud elemente este

inzestrat cu o relatie de ordine ” <X
marginita.

Fie T': X — X un operator care conserva elementele comparabile, adica,
(1.29) pentru orice,x,y € X, (x,y) € Xy implica (Tx,Ty) € Xq,

st are loc . Presupunem ca T este orbital continuu sau ca (X, d, <) verifica

proprietatea:

pentru orice () dacd x, — x §i (Tp, Tny1) € X<, atunci

neN>

(1.30)
existd un subsir (xy, ),y astfel incat (xy,,r) € X Vn € N.

Daca ezista xo € X astfel incit (xo, Txo) € X< atunci T este PO.

O extindere a acestor teoreme a fost facuta de O’Reagan gi Petrugel in [46] si
anume pentru @-contractii i pentru p-contractii generalizate iar teoremele de punct

fix corespunzatoare sunt:

Teorema 1.8.4 ([46], T 3.3). . Fie (X,d, <) un spativ metric ordonat si f : X — X
un operator. Presupunem cd:
(1) pentru orice x,y € X cu(x,y) ¢ X< existac(z,y) € X astfel incit (x,c(x,y)) €
X< si(y,c(z,y)) € Xg;
(it) X< € I(f % [);
(iii) daca (z,y) € X< si (y,2) € X¢, atunci (z,2) € X<;
(iv) exista xog € X astfel incat (xo, f (x0)) € X<;
(v)q f este orbital continud,
sau
(v)y [ este orbital X<-continud si exista un subsir (f™ (x0)),ey @ i (f™ (o))
astfel incat (f"™ (xo),2*) € X< pentru orice k € N;
(vi) exista o functie de comparatie ¢ : Ry — Ry astfel incit d(f (x), f(y)) <

neN

o (d(z,y)), pentru orice (z,y) € X<;

(vii) metrica d este completa.

Atunci f este PO.

Teorema 1.8.5 ([46], T 3.11). . Fie (X, d, <) un spatiu metric ordonat si f : X — X
un operator. Presupunem ca:
(1) X< € I(f < [);
(7i) daca (z,y) € X< si (y,2) € X¢, atunci (x,z) € X<;
(1ii) existd xy € X astfel incat (xo, f(x0)) € X<;
(iv), f este orbital continud,

sau
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(iv)y f este orbital X<-continud si existd un subsir (f™ (20)),ey @ i (f™ (20)),en
astfel incat (f™ (zo),2*) € X< pentru orice k € N;

(v) existd o functie de comparatie ¢ : Ry — R, astfel incat

A(F ), f () < 0 (max {d(@9) 0, ] (2) 400 £ @) 5 [0 T () + A £ @]}

pentru orice (x,y) € X<;

(vii) metrica d este completa.

Atunci Ff # 0.



CAPITOLUL 2

Contractii in spatii metrice inzestrate cu un graf

1. Teoreme de punct fix pentru Banach G-contractii

Scopul principal al acestei lucrari este de a generaliza teoremele de punct fix prezen-
tate in capitolul precedent si anume de a introduce operatori contractivi pe spatii met-
rice Inzestrate cu un graf orientat. Primul autor care a considerat astfel de o-peratori
a fost J. Jachymski [30], care a introdus notiunea de Banach G-contractie gi a demon-
strat teoreme de punct fix pentru acest tip de operatori. In acest capitol vom prezenta
rezultatele lui Jachymski gi vom arata ca teoremele de punct fix referitoare la contractii
sunt, consecinte ale acestor rezultate. Astfel vom demonstra ca teoremele de punct fix
in spatii metrice ordonate, Teorema lui Edelstein, teorele de punct fix pentru opera-
tori ciclici si Alternativa punctului fix sunt consecinte ale Teoremei . In finalul
capitolului vom prezenta doua aplicatii ale Alternativei punctului fix la demonstrarea
stabilitatii de tip Hyers-Ulam pentru ecuatii liniare si ecuatii diferentiale.

Contributiile originale ale autorului sunt: Teoremele [2.2.7], 2.2.8] 2.2.9, Corolarele
221222 2.2.3 2.24 Lema si demonstratiile Teoremelor [2.2.2] 51 [2.2.3]

In ceea ce urmeazi vom considera ci (X, d) este un spatiu metric si G este un graf
orientat astfel incdt V (G) =X si A = {(z,z) |z € X} CG.

Definitia 2.1.1 ([30], Def. 2.1). Spunem ca f : X — X este o Banach G-contractie

sau simplu o G-contractie daca f conserva muchiile lui G, adica

(2.31) Vr,y € X ((z,y) € E(G) = (f(2),f(y) € E(G))

st [ micsoreaza lungimile muchiilor lut G in modul uwrmator:

(2.32) Ja € (0,1), Y2,y € X ((2,y) € E(G) = d(f (z), [ (y)) < ad(z,y))

Exemplul 2.1.1 ([30], Ex. 2.1). Orice functie constantd f : X — X este o G
contractie deoarece A C E (G). De fapt, pentru ca orice functie constantd sa fie o
G-contractie trebuie ca A C E(G).

Exemplul 2.1.2 ([30], Ex. 2.2). Orice contractie in sens clasic este o Gy-contractie
unde V (Go) = X si E(Gp) = X x X.

Exemplul 2.1.3 ([30], Ex. 2.3). Fie ” <7 o relatie de ordine pe X. Definim graful
G1 prin
V(G1) =X s E(G)={(z,y) e X x X |z < y}.
23
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Pentru acest graf, conditia reprezintd faptul ca f : X — X este o functie
crescatoare in raport cu relatia de ordine 7 X 7. Clasa G1-contractiilor a fost studiata
de Nieto si Rodriguez-Lopez [44].

Exemplul urmator este precedat de urmatoarea propozitie

Propozitia 2.1.1 ([30], P. 2.1). Dacd f : X — X este o G-contractie atunci f este

atat o G~1-contractie cat si o é—contmcgﬁie.

Proof: Concluziile acestei propozitii sunt consecinte ale simetriei relatiei (2.31)) si
ale simetriei distantei.

g

Exemplul 2.1.4 ([30], Ex. 2.4). Fie ” <7 o relatie de ordine pe X. Definim graful
Gy prin

V(Gy) =X i E(Gy) ={(z,y) e XxX|z<syVy=<uz}.

Pentru acest graf, reprezinta faptul ca f este monotona in raport cu relatia
de ordine. Mai mult, daca f wverifica relatia cu G = G de la Exemplul
atunci din Propozitia relatia este verificatd si de Gy deoarece G = Gh.
Deci operatorii studiati de Ran si Reurings [51] sunt Gy-contratii. In general
inseamna ca f transforma elementele comparabile in elemente comparabile, deci clasa
Go-contractiilor coincide cu clasa operatorilor studiati de Petrusel si Rus [48], respectiv

Nieto si Rodriguez-Lopez [45].

Primul rezultat care urmeaza arata legatura dintre covergenta sirului aproximatiilor
succesive pentru Banach G-contractii si conectivitatea grafului G. Vom spune ca doua
sirui (zn),en $1 (Un)pey de elemente din X sunt Cauchy echivalente daca ambele

sunt giruri Cauchy si d (z,,y,) — 0 atunci cdnd n — oo.

Teorema 2.1.1 ([30], T. 3.1). Urmadtoarele relatii sunt echivalente:

(i) G este slab conex;
(7i) pentru orice G-contractie f : XA — X si pentru z,y € AX date, sirurile
(f"x),en $1 (f™Y)pen sSunt Cauchy echivalente;
(1ii) pentru orice G-contractie f : X — X, card (Fiz (f)) < 1.

Pentru a demonstra teorema anterioara vom folosi urmatoarea lema.

Lema 2.1.1 ([30], L. 3.1). Fie f : X — X o G-contractie cu constanta «. Pentru
orice v € X siy € [x]g, existd r(x,y) > 0 astfel incat

d(f"x, fMy) < a"r(x,y), pentru oricen € N.
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Proof: Fie v € X si y € [z]s. Atunci existd un drum (xi)i]\io in G de la z la v,

adica, xg =z, xy =y §i (z;_1,7;) € E(G) pentrui = 1,..., N. Din Propozitia f

este o G-contractie. Folosind inductia este ugor de demonstrat ci
(f"zi1, f"r;) €E (G) sid(f"wiy, fho;) < @"d (20, 7;)

pentru orice n € Ngi ¢ = 1,..., N. Din inegalitatea triunghiului avem ca:
N N
d(frxz, fMy) <D d (Mo, M) <o) d (@i, z),
i=1 =1

N
deci este suficient sa notam r (x,y) := > d(x;_1, ;).
i=1
Demonstratia Teoremei [2.1.1]. (i) = (ii) Fie f o G-contractie si z,y € X. Din
ipoteza, [x]5 = X, deci fr € [z]s. Din Lema [2.1.1] avem ca

d (f”x, f"*lz) < o"r(x, fr), pentru oricen € N.

Deci § d(f"z, ["x) < oo, relatie care implica faptul c& (f"z),, .y este un sir Cauchy.
Deoa?gge y € [z]s, Lema implica faptul ca d (f"z, f"y) < a"r (z,y). Prin urmare
(f"x),en i (f"Y),en sunt echivalente Cauchy. E evident, ca daca (f"z),, o este un sir
Cauchy, la fel este si (f"y),,cn-

(it) = (4ii) Fie f o G-contractie si x,yA € Ff. Din (ii), (f"2),cn 81 (f™"Y),en SUnt
echivalente Cauchy, care implica x = y.

(17i) = (i) Presupunem contrariul, G nu este slab conex, adica, exista g € X
astfel incat ambele multimi [x¢]s si X\ [2o]5 sunt nevide. Fie yo € X\ [2¢]4 si definim
fr = zo dacad © € [xo]s; fr := yo dacd z € X\ [xg]s. Este clar ca, Ff = {xo,y0}
Vom demonstra ca f este o G-contractie. Fie (z,y) € F(G). Atunci [z]5 = [y]s, deci
z,y € [xo]g sauz,y € X\ [20]5. Deci in ambele cazuri fox = fy, deci (fz, fy) € E(G)
deoarece E (G) 2 A, si d(fz, fy) = 0 < 3d(z,y). Prin urmare f este o G-contractie
care are doua puncte fixe ceea ce este in contradictie cu (ii).

O

Corolarul 2.1.1 ([30], C. 3.1). Fie (X,d) un spatiu metric complet. Urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:
(i) G este slab conex;
(ii) pentru orice G-contractie f: X — X, exista x* € X astfel incit

lim f"x = x* pentru orice x € X.
n—oo

Exemplul urmator ne arata ca nu putem imbunatati Corolarul prin adaugarea

in (i7) a faptului ca z* este un punct fix pentru f.

Exemplul 2.1.5 ([30], Ex. 3.2). Fie X = [0,1] si dg metrica euclidiana pe X, atunci
(X,dg) este un spativ metric complet. Definim graful G prin V (G) = X si

E(G) = {(z,y) € (0,1] x (0, 1] |x <y} U {(0,0); (0, 1)}
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Graful G este slab conex deoarece (z,y) € E (é) pentru orice x,y € (0, 1] iar un drum
inGdela0laze [0,1] este xg = 0,21 = 1,29 = x. Definim functia f : X — X prin
1

fz =73 dacd v € (0,1] si fO:= 5. Un calcul simplu ne aratd ca f este o G-contractie

cu constanta o = % st pentru orice x € X avem lim T"x = 0, dar f nu are puncte

n—oo
fize.

Demonstratia teoremei de punct fix pentru Banach G contractii depinde de urma-

torul rezultat

Propozitia 2.1.2 ([30], P. 3.1). Presupunem ca f: X — X este o G-contractie astfel
incat pentru un xg € X, fxg € [wols. Flie éxo componenta lui G care-l1 contine pe

xg. Atunci [zo)s este f-invariantd si f este o éxo—contmcu’e. Mai mult, daca

[zol&
x,y € [wo)a, atunci (f'x),cy 80 (f"Y),en sunt Cauchy echivalente.

Proof: Fie x € [xg]s. Atunci exista un drum (xi)@']io in G de la 7o la z, adici,
Ty = x st (x_1,3;) € E(é) pentru i = 1,..., N. Din Propozitia [2.1.1] f este o G-
contractie, deci (fx;_1, fx;) € E (G) pentru i = 1, ..., NV, adica, (fxi)NO este un drum

1=

in G de la fzo la fz. Prin urmare fz € [fzo]g. Deoarece, din ipoteza, fro € [2]g

, adica, [fzolg € [zo]g, vom deduce ca fx € [xg]s. Deci [x9]4 este f-invarianta. Fie
N

=0
incat zy_1 = z. Fie <yi)ij\io un drum in G de la 2 la fxg. Repetand argumentarea din

(z,y) € E (G,,). Aceasta inseamni c& existid un drum (z;);, in G de la z la y astfel

prima parte a demonstratiei, vom obtine ca (yo, Y1, ---, Yar, fZ1, ... fxy) este un drum in
G de la x¢ la fy; in particular, (fey_1, foy) € E (GIO), adica , (fz, fy) € E (Gfxo)
Mai mult, deoarece F (éxo) CFE (G’) si f este o G-contractie, vom obtine ci f [wolg
este o éxo—contracgie. Aplicand Teorema , a doua parte a concluziei rezulta imediat

deoarece G, este conex.

g

Teorema 2.1.2 ([30], Th 3.2). Fie (X,d) un spatiu metric complet si fie tripletul
(X,d, G) avand urmdatoarea proprietate:

(2.33)
pentru orice sir (), de elemente din X, dacd x, = x §i (Ty, Tni1) € E(G)

pentru orice n € N atunci existd un subsir (zy,),eny €t (Tk,,r) € E(G) pentru oricen € N.
Fie f : X — X o Banach G-contractie, si X; ={z € X |(z, fx) € E(G)}. Atunci

urmatoarele afirmatic sunt adevarate:

1. card (Ff) = card{[z]s |z € X }.

2. Ff #0daci si numai daci Xy # 0.

3. f are un unic punct fix daca si numai dacd exista xg € Xy astfel incit Xy C

[zo] -
4. Pentru orice x € Xy, f

]z este PO.
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5. Daca Xy # 0 si G este slab conex, atunci [ este PO.
6. Daca X' :=U{[z]s |z € G} atunci f|x este WPO.

7. Daca f C E(G), atunci f este WPO.

Proof: Vom incepe demonstratia cu punctele 4. si 5. Fie x € Xy, deci fx € [z]g,
si din Propozitia , daca y € [z]s, atunci (f"2), oy i (f"¥),ey Sunt Cauchy echiva-
lente. Deoarece spatiul este complet, (f"z), .y converge spre un z* € X. Evident, si
lim f"y = x*. Deoarece (z, fx) € E(G), (2.31]) implica

n—oo

(2.34) (f”x, f"“x) € F(G), pentruoricen € N.

Din ({2.33), rezulta ca exista un subsir (z, ),y astfel incat (xy,,x) € E(G) pentru
orice n € N. Deci folosind si ([2.34]), obtinem ca (93, fx, fx, ..., f’“lx,x*) este un drum
in G (deci siin G) de la z la 2*, adicd , 2* € [z]5 . Mai mult, din (2.32),

(2.35) d (fk"+la7, fa:*) < ad (fk"x, a:*)

Trecand la limita in relatia anterioara vom obtine ca fz* = z*. Deci f

)]s este PO.
Mai mult, daca G este slab conex, atunci [z]s = X, deci f este PO. In continuare 6.
este o simpla consecintd a lui 4. Pentru a demonstra 7. sa observam ca f C E (G)
inseamna X; = X. Aceasta implicd X' = X deci f este WPO conform 6. Pentru a

demonstra 1., consideram functia 7 definita prin
(2.36) 7 (x) = [z]4 pentruoricex € Ff.

Este suficient sa demonstram ca 7 este o bijectie de la F'f la C = {[z]|5 |z € X}
Deoarece E (G) 2 A, vom deduce ca F'f C Xy deci w (Ff) C C. Pe de alta parte, daca
x € Xy, atunci din 4., avem cd lim "z € [z]s N F f care implica (nlggo f"x> = [7]g-
Prin urmare f este o surjectie. Dacd x1,xo € Ff verifica 7 (z1) = 7 (xq), adica ,

[21]¢ = [22] , atunci s € [21]4, deci din 4.,
nh_{IC}O flze € {131]@ NFf={x},

care implica, o = x1; deoarece f"xo = x1. In consecinta, f este injectiva.

In final, observim c& 2. si 3. sunt consecinte ale lui 1.

2. Aplicatii ale Banach G-contractiilor

In continuare vom demonstra ca teoremele de punct fix referitoare la contractii sunt

consecinte ale Teoremei 2.1.2]

Concluzia 2.1. Principiul contractiilor a lui Banach (T este o consecintd a
Teoremei[2.1.2.
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Proof: Consideram graful G definit prin E(Gy) = X x X, care este un graf
conex. Conform Exemplului [2.1.2] orice contractie f : X — X este o Gg-contractie,
deci aplicdnd teorema obtinem concluziile 1. si 2. din Teorema [I.6.1]

U

Concluzia 2.2. Teorema datoratd lui Ran si Reurings [51] referitoare la con-

tractii in spatii metrice partial ordonate este o consecintd a Teoremei[2.1.3.

Proof: Consideram graful Gy, definit prin £ (G;) = {(z,y) € X x X |z <y}, care
este un graf slab conex deoarece orice submultime cu doua elemente este marginita si

orice aplicatie T': X — X care verifica ipoteza acestei teoreme este o GG-contractie,
deci aplicand Teorema obtinem ca T este PO. [l

Teorema este o generalizare gi a binecunoscutei teoreme de punct fix a lui
Edelstein [27].

Teorema 2.2.1 (Edelstein, [27]). Fie (X,d) un spatiu metric complet si e-inlanfuit
pentru un € > 0, adica, pentru x,y € X date, exista N € N si un gir (xi)ﬁio astfel incat
o=z, xny =y st d(x;i1,7;) <epentrui=1,...,N. Fie T : X — X astfel incat
(2.37) doa € (0,1),Ve,y € X (d(z,y) <e=d(Tz,Ty) < ad(x,y)) .

Atunci T este PO.

Proof: Pentru inceput sa observam ca relatia (2.37)) implica faptul ca T este con-
tinuu. Consideram graful G astfel incdt V (G) = X si

E(G)={(z,y) e X x X|d(z,y) <e}.

Atunci e-inlantuirea lui (X, d) implica faptul ca graful G este conex. Daca (z,y) €
E (G) atunci
d(Tx,Ty) < ad(z,y) <ae < e
deci (Tz,Ty) € E(G) si din Definitia (2.37)), T este o G-contractie. Aplicand acum
Teorema [2.1.2 obtinem ca T este PO.
U

Teorema de punct fix a lui W.A. Kirk, P.S. Srinivasan and P. Veeramani [39] este

o consecinta a Teoremei [2.1.2] si anume:

Teorema 2.2.2 ([39]). Fiep e N, p > 2 si {A;}_, o familie de p submultimi nevide
si inchise ale spatiului metric (X,d). Presupunem ca T : {A;},_, — {A;},_, verifica

s
(2.38) d(Tz, Ty) < kd(z,y), pentru oricex € A;, y € A, 1 <1 <p

unde Api1 = Ay, Daca k € (0,1) atunci T are un unic punct fiz.
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Proof: Consideram graful G astfel incit V (G) = X si
EG) ={(r,y) e X xX|zeAsiyecA,i=1,.,p}

Deoarece T este un operator ciclic avem ca daca (z,y) € E (G) atunciz € A;siy € A
deci Tx € Aiyq i Ty € Ajro, prin urmare (T'z, Ty) € E (G). Folosind si relatia (2.38))
ne rezulta ca T" este o G-contractie. Din definirea muchiilor lui G avem ca G este slab
conex. Fie (x,), .y un sir din X cu proprietatile x, — x si (zn, Tn11) € £ (G) pentru
orice n € N, atunci exista j € {1,2,...,p} astfel incat = € A;. Dar sirul {z,} are
o infinitate de termeni in fiecare multime A;, pentru ¢ € {1,2,...,p}. Subsirul girului
{z,,} format din acei termeni care se gasesc in A;_; verifica conditia din Teorema
[2.1.2) punctul 5, si deci T este PO.

U

Ultima consecinta pe care o vom prezenta este faptul ca si Teorema Luxemburg-
Jung [40], [32] sau Alternativa punctului fix este o consecintd a Teoremei [2.1.2] Dupa
care vom prezenta doua aplicatii ale acestei teoreme la stabilitatea de tip Hyers-Ulam
pentru o ecuatie functionala generalizata de tip Cauchy respectiv pentru o ecuatie
diferentiala liniara de ordin . Folosind teoria punctului fix pentru contractii pe un

graf vom prezenta si vom demonstra de fapt forma acestei teoreme introdusa de V.
Radu in [50].

Teorema 2.2.3 (Alternativa punctului fix). Fie (2,d) un spatiu metric generalizat gi
T :Q — Q o contractie cu constanta a € [0,1) Atunci, pentru fiecare element x € €,
ori
d (T"x, T"Hx) =00, Vn =0,
ori exista un numar natural ng astfel incat
i. d(T"x, T"'x) < oo pentru orice n = ny;

i. Sirul (T"x),-, este convergent catre un punct fix y* a lui T;

iii. y* este unicul punct fix a lui T in multimea T = {y € Q|d (T™z,y) < 00 };

w. d(y, yx) < 1=d (y, Ty) pentru orice y € T.

Proof: Consideram graful G astfel incit V (G) = X si
E(G)=A(z,y) e X x X |d(z,y) < o0}.

Datoritd simetriei distantei avem ci G = G.

Daca (z,y) € E(G) adica d(x,y) < oo, atunci d (T'z,Ty) < ad (z,y) < oo deci si
(Tz,Ty) € E(G), iar T fiind o contractie va rezulta ca T este o G-contractie.

Fie z € X astfel incat existd ng € N cu proprietatea d (T™z, T™!z) < oo, atunci
(Trox, T ) € E(G) adicd T™x € Xr si deci

Xr #0.
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Prin inductie se demonstreaza usor ca
d (T”x, T”Hx) < a""™d (T”Ox, T”‘)Hx) , pentru orice n = no,

si deci d (T"z, T"'z) < oo pentru orice n > ny, adicd relatia de la i. este demonstrata.

Pentru acelasgi x ales mai sus, avem ca:
[T™z),={y € X|Fundrumin G dela zlay}.

Dacd y € [T™x], atunci existd un drum (z;)~ in G de la Tz la y, adici, zo = T,
xy=ysi(vi_1,2;) € E(G) pentru ¢ =1, ..., N. Atunci

N
d(T™z,y) <> d(wi1,2;) < 00
i=1

Prin urmare [T™0z], C I iar relatia I' C [T™0z], este imediata, rezulta ca I' = [T"°x] .
Daca (zn,),,cy este un sir convergent la z* € X cu proprietatea (z,, 1) € £ (G)
pentru orice n € N atunci pentru € = 1 exista n, € N astfel incat d (x,,xz*) < 1 pentru

orice n > n., deci
(xn,2") € E(GQ), Vn = n..

Prin urmare subsirul (z,),,,, verificd conditia (2.32)) din Teorema [2.1.2, Atunci din
punctul 4. al acestei teoreme ne rezulta ca T'|ipnoq), este PO ceea ce implica . si ii.
din Alternativa punctului fix.

Pentru 7., fie y € A deci d(y,T™z) < oo. Deoarece sirul (7"x) este con-

nz=ngo
vergent atunci d (T™xz, T" 'z) < oo pentru orice n > ng si deci d(y,T" 'x) < oo,
adicad (y,T" 'z) € E(G). AplicAnd inegalitatea triunghiului si faptul c& T este o

G-contractie vom obtine:
(2.39) d(y, T"x) < d(y,Ty) +d(Ty, ") < d (y, Ty) + ad (y, 7" 'x),

pentru orice n > ng.
Trecand la limita in relatia (2.39) vom obtine ca

d(y,y") < d(y,Ty) +ad(y,y")
adica d (y, y*) < 1=d (y, T'y) pentru orice y € A si deci teorema este demonstrata. O

In continuare vom prezenta o aplicatie a Alternativei punctului fix deci si a Teoremei
la stabilitatea de tip Hyers-Ulam a ecuatiei:

(2.40)  f(ay (x1) + ag (x2) + .. + an (x,)) = maf (1) + maf (22) + ... + mpf (25),

unde a; : X — X, i = 1,n sunt n functii date, f : X — Y este functia necunoscuta si
my + ms + ... + m, # 1, pe care autorul a demonstrat-o in [13].
Studiul stabilitatii ecuatiiilor functionale este strans legat de problema lui Ulam

[65] referitoare la stabilitatea morfismelor de grupuri gi anume:
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Fie Gy un grup si Gy un grup metric cu o metricd d (-, -). Pentru orice € > 0,

exista un 6 > 0 astfel incat, daca functia h : G — G495 verifica inegalitatea
d(h(zy),h(z)h(y)) <o
pentru orice x,y € Gy, atunci exista un morfism H : Gy — Gy cu
d(h(x),H(z)) <e

pentru orice x € GG1 ¢ Cu alte cuvinte, daca o functie este aproape un morfism atunci
exista un morfism de grupuri "apropiat" de aceasta?
D. H. Hyers (1941) [29] a dat un raspuns afirmativ la problema lui Ulam pentru

spatii Banach si anume

Teorema 2.2.4 (Hyers). Fie E si E' doud spatii Banach si f : E — E' o functie care

verifica relatia

(2.41) 1f(x+y)—f(x)=fWI<d Va,ye X.

Atunci limita L (z) = lim % exista pentru orice v € E, L este o functie aditiva si
n—o0

inegalitatea

(2.42) If (z) = L(2)|| <4

este adevarata pentru orice x € E. Mai mult L (x) este singura functie aditiva care

verifica inegalitatea .

Th. M. Rassias [53], Z. Gajda [5] si T. Aoki [I] au extins rezultatele obtinute
de D.H. Hyers slabind conditiile din ipoteza si anume inlocuind membrul din partea

stanga cu o functie nemarginita si au demonstrat ca:

Teorema 2.2.5 (Aoki-Rassias-Gajda). Fie E gi E' un spatiuv normat, respectiv un
spatiuv Banach iar f : E — E' o functie. Presupunem ca functia f (tz) este continud

int, undet € R, pentru orice x € E fixat si ca

(2.43) 1f (2 +y) = f (@) = fF @I <O l=l” + lyl")

pentru orice x,y € E, unde p # 1. In aceste conditii existd o unicd functie liniard
L: E — E' astfel incat

20
2-—2p

(2.44) IS (z) = L (z)]| <

[Edls

pentru orice x € E.
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In [20], Pasc Gavruta a generalizat teorema lui Rassias si deci implicit teorema lui
Hyers, in articolul publicat in anul 1992.
Notam cu (G, +) un grup abelian si cu (X, || - ||) un spatiu Banach, iar cu

¢: G x G —[0,00) o functie cu proprietatea:

(2.45) b (z,y) = > 27k (Qkx,Qky) < 00
k=0

pentru orice x,y € G.

Teorema 2.2.6 (Gavruta). Fie f: G — X o functie astfel incait

(2.46) If (@ +y) = (@)= FWI < ¢(xy)

pentru orice x,y € G.

Atunci exista o unica functie aditiva L : G — X astfel incdt

(2.47) I (2) = L@ < 5 ,2)

pentru orice x,y € G.

In [50] V. Radu a avut excelenta idee si foloseasca Alternativa punctului fix pentru
a demonstra stabilitatea ecuatiei functionale a lui Cauchy. Folosind aceeasi tehnica
vom demonstra stabilitatea Hyers-Ulam si stabilitatea Hyers-Ulam generalizata pentru

o generalizare a ecuatiei lui Cauchy si anume pentru ecuatia

(2.48)  f(ay(x1) +as (22) + ... + an (zn)) = maf (x1) + mof (x2) + ... + M f (2,),

Stabilitatea unor generalizari ale ecuatiei lui Cauchy au fost facute n[3], [52] si [64].

In completare vom demonstra urmatoarea lema:

Lema 2.2.1 ( F. Bojor, [13] ). Fie X i Y doua spatii vectoriale si a; : X — X,
i = 1,n, sunt n functii astfel incat cel putin doud dintre ele sunt bijective, iar my +
Ma+...4+my # 1. In aceste conditii orice solutie a ecuatiei este o functie aditiva.

Proof: In ({2.40) inlocuim x; := 0, i = T, n si vom obtine f (0) = (m; + ma + ... + m,) f (0)
de unde va rezulta ca f (0) = 0. Fara a reduce generalitatea putem presupune ca functji-
ile a; si ap sunt bijective. In (2.40) inlocuim x; := 0 pentru i € {1,2,....,n}\ {j}; j =

1,n si vom obtine

(2.49) fla;(x))=m;f(x), Ve e XsiVje{l,2, .. ,n}
gi cu aceaste relatii ecuatia (2.40)), pentru x3 = x4 = ... = x, := 0 devine
(250) f (a1 (1'1) + aq (.TQ)) = f (a1 (331)) + f (ag (1'2)) y le, XTo € X

Deoarece functiile a, si as sunt bijective deci inversabile putem inlocui z; := aj* (z) si
T :=a ' (y) in (2.50) si obtinem

flaty)=f(@)+f(y),Vr,ye X
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adica functia f este aditiva. O

In continuare vom demonstra stabilitatea Hyers-Ulam generalizatd pentru ecuatia

(2.40). Pentru o functie g : X — Y vom nota cu

Dg(x1, 29, ...;x,) = g (a1 (1) + ag (x2) + ... + ap, (x,))—mag (x1) —mag (z2)—...—mpg (x,,)

pentru orice x1, xg, ..., T, € X.

Teorema 2.2.7 ( F. Bojor, [13] ). Se considera urmatoarele notiuni:

i. X un spativ normat real si'Y un spativ Banach real;
ii. my,mo,...m, € R astfel incat my +mo + ... + my, U #£0
iii. a; : X — X, 1 = 1,n, n functii astfel incat functia A : X — 'Y definita prin
A(x) = a1 () +ax(x) + ... +a, (x), Yo € X sd fie aditiva , bijectiva §i s

comute cu fiecare dintre functiile a;, unde 1 = 1, n;

iv. p: X" — [0,00) o functie cu proprietatea ca

AR (1), AR (29) , ..., AR (2,
(2.51) lim p (A" (o), A% 2) )
ko0 |S|M

pentru orice Ty, Ty, ...,x, € X, unde i € {£1}, iar functia
= (r)=¢ (A’l (), A (z), ..., A" (:c))
are proprietatea ca 3M = M (i) € (0,1) astfel incdt
(2.52) (A7 (2)) < |SI'MY (z), Vo € X, i € {£1}
v. [ X =Y o functie care verifica inegalitatea
(2.53) IDf (x1, 22, ..., xn)|| < @ (21,22, oy Tn) , VX1, 20, ..., 7, € X.

In aceste conditii existd o unicd solutie L : X — Y a ecuatiei astfel incat

inegalitatea

1—14

M=

(2.54) 17 @)~ L@ < g=3p

¥ (),
este adevarata pentru orice x € X.

Proof: Consideram multimea Q := {g|g: X — Y } si introducem o metrica gen-

eralizata pe Q:
d(g,h) =dy(g,h) = inf{K € (0, 00) [ [lg (z) — h (2)| < K¢ (z) , Vz € X}.

Este ugor de demonstrat ca spatiul (€2, d) este un spatiu metric generalizat complet.
Definim functia 7" : Q — € prin:

(2.55) Tf (z) = ;l.f (A'(2)), Vo€ X i€ {£1}
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Sa observam ca, pentru orice g, h € {2 avem:

d(g,h) < K = |lg() = h(2)| < K¢ (2), v€ X
1
- Hs

()
#H;%Vm) L i@)HgMK¢u%xeX
<

——h H (4(2), zeX

ISI

s

= d(Tg, Th) < MK.

Deci vom obtine ca d(T'g, Th) < Md(g,h) pentru orice g,h € Q deci T este o con-

tractie cu constanta de contractie M.

Daca in relatia (2.53)) inlocuim zy = x93 = ... = z,, 1= z obtinem ca
(2.56) If(A(x)) = Sf ()] <p(z,z,....;x), Vo e X.
Relatia (2.56]) poate fi scrisa astfel:

1
g/ ()~ F @) < g v a@), vrex

relatie ce devine folosind si
ITf (x) = f (@)]| < My (2), VoeX
si deci
(2.57) d(Tf,f) < M < oco,in cazul i = 1.
Daca in inlocuim z := A~! () vom obtjine ci
(2.58) |f (@)= Sf (A" @) < (@), Voex

Relatie care devine
[f(x) =Tf(z)| <¥Y(x), Ve eX

adica
(2.59) d(f,Tf) <1< o0,in cazul i = —1.

Folosind Alternativa punctului fix, ne va rezulta in ambele cazuri, ca exista un punct
fix L a lui T 1n Q astfel incat

f (A% (2))
o . k _ .
(2.60) L(x)= kh_)rgloT f(x)= klggo —m Vee X
deoarece klim d (Tk f, L) =0
—00
Pentru a demonstra ca L este solutie a ecuatiei (2.40) vom inlocui in (2.53)) pe
z; = AF' (2;) unde j = T, n si vom obtine:
Hf (a1 (Aki (1:1)) + ...+ ay, (Aki (xn))) —myf (Aki (1:1)) — o= myf (Aki (:cn))H <
<o (A (21) ..., A¥ ()
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relatie pe care o impartim cu |S ]kz si obtinem:
(2.61)
o (A% (21) ..., AM ()

T ar (e2) o () — T (F (22)) — . — T (F ()] < S

Trecand la limita in (2.61]), cAnd & — oo si folosind (2.51)) vom obtine ca
(2.62) L(ay (x1) + ... +an(xn)) =miL(z1) + ... + mpL ()

pentru orice x4, ...,x, € X, adica functia L este solutie a ecuatiei functionale ([2.40)).
Aplicand Alternativa punctului fix, deoarece L este unicul punct fix a lui 7" in

multimea A = {g € Q|d(f,g) < 00}, va rezulta ca L este unica functie astfel incat

d(f,L) < d(f,Tf),
de unde folosind ([2.57) si (2.59)) vom obtine ca relatia (2.54)) este adevarata si cu aceasta
teorema este demonstrata. U

In ceea ce urmeazi vom deduce din Teorema stabilitatea de tip Hyers-Ulam-
Rassias a ecuatiei ([2.40))

Corolarul 2.2.1 ( F. Bojor, [13] ). Se considerd urmdatoarele notiuni:

i. X un spatiu normat real st Y un spatiu Banach real;

it. m1, Mo, ...m, € R astfel incait mi; +mo + ... + m,, A #0

ii. a; - X — X, 1 = 1,n, n functii omogene astfel incdt functia A : X — Y
definita prin A (z) = a1 (z) + az (z) + ... + a, () = bz, Vo € X unde b €
R\{0};

tv. € si p sunt douda numere fizate astfel incat € > 0 si p # logy, |S] iar f: X =Y
o functie care verifica inegalitatea

(2.63)

1f (ar (1) + oo+ an (20)) —maf (21) = o = mnf (@) <O ([Jz2]]” + - + [lznll”)

pentru Yy, ..x, € X
In aceste conditii existd o unicd solutie L : X — Y a ecuatiei astfel incat
inegalitatea

(2.64) I (@) =A@ <

"
pentru orice x € X.

Proof: Notam cu ¢ (1, xa, ..., ) := € (||e1|” + ||z2||” + ... + ||zn]|”) . Atunci avem

o (A% (21), . A¥ (2,)) <!b\”

ki
i = e([lzl” + ... + [|l2al[?) — 0
Kk IS\>
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atunci cand k — oo, unde p < logy, |S| daca i = 1 si p > logy, |S| daca i = —1 deci
relatia (2.51) este adevarata. Deoarece

‘ b7\ K
v (4 (@) = ne (1a) el

are loc pentru orice x € X, observam ca relatia (2.52)) are loc pentru a = %, unde
p < logy, |S] daca i = —1 respectiv a = %, unde p > logy, |S] daca i = 1 Atunci
relatia (2.54) implica relatia (2.64]) care incheie demonstratia. O

Urmatorul corolar este demonstrarea stabilitatii Hyers-Ulam pentru ecuatia (2.40)).

Corolarul 2.2.2 ( F. Bojor, [13] ). Se considerd urmatoarele notiuni:
t. X un spatiu normat real st Y un spatiu Banach real;
ii. mq, ma,...m, € R astfel incait my +mq + ... + m, g #£0
iii. a; - X — X, i = 1,n, n functic omogene astfel incit functia A : X — Y
definita prin A(x) = a1 (x) + az () + ... + a, (z) = bx, Vo € X unde b €
R\ {0},

tw. 0 > 0 un numar real fizat si f : X — Y o functie care verifica inegalitatea

(2.65) If (a1 (z1) + ... + an () —maf (x1) — oc. —mf (z,)]] <6,

pentru Vi, ..x, € X
Atunci exista o unica solutie a ecuatiei , A X =Y care verifica inegalitatea

0
(2.66) If () — A@)] < ————, vz € X.
ISI—1
Proof: In Corolarul [2.2.1 inlocuim p := 0 si € := %, de unde rezulta concluzia
corolarului. O

In continuare vom prezenta a doua aplicatie a Alternativei punctului fix deci si a
Teoremei la stabilitatea de tip Hyers-Ulam a ecuatiei diferentiale liniare de ordinul
intai.

Fie ag, ay, ..., an—1 € Rgi I un interval. Pentruy € C" (I,R), e > 0sip € C(I,R})

consideram urmatoarea ecuatie:
n—1

(2.67) Y (1) = Y aw® (1), te
k=0

si urmatoarele inecuatii

n—1
(2.6 |y<n> 1)~ S aw® (0] < tel
k=0

respectiv

(2.69)

SO0 - T ) <0, te
k=0
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Definitia 2.2.1. FEcuatia este Hyers-Ulam stabila daca exista un numar real

¢ > 0 astfel incit pentru orice € > 0 si pentru orice solutie s € C™ (I, R) a inecuatiei
existd o solutie y € C™ (I,R) a ecuatiei cu proprietatea
s(t) —y(t)| <c-e, Vtel

Definitia 2.2.2. Ecuatia este Hyers-Ulam-Rassias stabila, in raport cu p, daca
exista un numar real c, > 0 astfel incatpentru orice solutie s € cm (I,R) a inecualiei
2.69) existd o solutie y € C™ (I,R) a ecuatiei cu proprietatea

s(t) —y(B) <o), VEel.

Alsina si Ger au fost primii autori care au investigat stabilitatea de tip Hyers-Ulam

a ecuatiilor diferentiale. In 1998, au demonstrat [8] stabilitatea ecuatiei diferentiale:

(2.70) y () =y(t).

Folosind aceagi abordare ca in [8], Miura [42] a demonstrat stabilitatea de tip

Hyers-Ulam a ecuatiei diferentiale

(2.71) Yy () =Xy (t).

S.M. Jung [36], [35], [33], [34] a aplicat Alternativa punctului fix pentru a demon-
stra stabilitatea de tip Hyers-Ulam-Rassias a ecuatiei integrale Volterra de ordinul doi
si a ecuatiilor diferentiale de ordinul intdi. In continuare vom demonstra stabilitatea

de tip Hyers-Ulam-Rassias si stabilitatea de tip Hyers-Ulam a ecuatiei diferentiale

(2.72) v (x) + f(@)y(x)+g(z) =0
in anumite conditii, altele decit cele din [36].

Pentru inceput vom demonstra stabilitatea de tip Hyers-Ulam-Rassias a ecuatiei
(2.72)) pe intervale de forma I = [a,b) where —o0 < a < b < 0.

Teorema 2.2.8 (F. Bojor, [16]). Fie f,g : I — R doud functii continue cu propri-
etatea cd exista un numdr pozitiv M astfel incat , |f (x)| > M pentru orice x € I.
Presupunem ca v : I — [0,00) este o functie integrabild cu proprietatea ca 3 P € (0,1)

astfel incat

(2.73) [ 15 @l @)t < P ()

pentru orice x € I. Daca o functie derivabila cu derivata continua y : I — R verifica

relatia:

(2.74) Y () + f (@) y (2) + g (2)] <2 (2)

pentru orice x € I, atunci existd o unica solutie S : I — R a ecuatiei care
verifica relatiile:
P

(2.75) ly (z) = S (z)] < M MP

W (z)
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pentru orice v € I §i S (a) =y (a).

Proof: Consideram multimea 2 = {h: I — R|h este continua sih (a) =y (a)} si

metrica generalizata d (hq, hy) definita pe Q prin:
d(hl, hg) = dw (hl, hg) = 1nf{k: >0 ||h1 (ZL') — hQ ($)| S k’w (ZL’) s Vx € I} .

Atunci (2, d) este un spatiu metric generalizat (see [36]). Definim operatorul 7": Q —
Q, prin

Thiz) =y(a) = [ (F@hEO)+g®)t (ze)

a

pentru orice h € Q. Intradevir Th este o functie derivabild cu derivata continui pe I,
deoarece f si g sunt functii continue si Th (a) = y (a).
Fie hy, hy € Q. Atunci avem:
[Thy () = The (z)| = |[7 f () (ha (t) — ha (t)) dt| <
< Ja LF @1 1hy () = ha (8)dt < d(hy, ha) [ |f ()] (£) dt < Pip () d (ha, h)

pentru orice x € I. Prin urmare,
(2.76) d(Thy, Thy) < Pd(h, ho)

adica operatorul T este o contractie cu constanta P.

Integrand ambii termeni ai relatiei (2.74) pe [a, x] wom obtine:

@ P

(277) y(@) —yla)+ [ Oy©+ gy < v @)
pentru orice x € I, care implica d (y, Ty) < ﬁ < 00. Aplicand Alternativa punctului
fix ne rezulta ca exista un element S = nhﬁnolo T"y si S este unicul punct fix a lui 7" in
multimea A = {h € Q|d(y,h) < oo}

Pentru a demonstra ca S este o solutie a ecuatiei (2.72)), vom deriva in raport cu x

ambii membrii ai ecuatiei:

(2.78) S(x) =TS (x), € 1.
Vom obtine:

(2.79) S'(x) = —f(2) S (x) — g (2)

pentru orice x € [ relatie care implica ca functia S este o solutie a ecuatiei (2.72)) si
verifica relatia S (a) =y (a) .

Aplicand din nou Alternativa punctului fix, vom obtine:

1
d(h,S) < | Pd(h,Th) pentru orice h € A.
Deoarece y € A vom avea ca
d(y,S) < ——d(y, Ty) < —0——
Yl STTpt WY S i Py
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prin urmare
- S < -
y(2) = S (@) < v (2)

pentru orice x € I. Deci relatia (2.75]) este demonstrata.
O

Analog se poate demonstra urmatoarea teorema referitoare la stabilitatea de tip
Hyers-Ulam-Rassias a ecuatiei (2.72)) pe intervale de forma J = (b, a], unde —oo < b <

a < 0Q.

Teorema 2.2.9 (F. Bojor, [16]). Fie f,g: J — R doua functii continue cu proprietatea
cd existda un numdar pozitiv M astfel incat |f (x)| > M pentru orice v € J. Presupunem

ca:J —[0,00) este o functie integrabild cu proprietatea ca 3P € (0,1) astfel incait

(2:80) [ @R @ d < Py ()

pentru orice x € J. Daca o functie derivabila cu derivata continua y : J — R verifica

relatia:

(2.81) Y (=) + f (@) y (2) + g (2)] <2 (2)

pentru orice x € J, atunci existd o unicd solutie S : J — R a ecuatiei care

verifica urmatoarele relatii:

(2.82) ly () = 5 (x)

pentru orice v € J §i.5 (a) =y (a).

P

Stabilitatea Hyers-Ulam-Rassias a ecuatiei (2.72) pe R o vom demonstra folosind

Teorema [2.2.§ i Teorema [2.2.9]

Corolarul 2.2.3 (F. Bojor, [16]). Fie f,g : R — R doud functii continue cu pro-
prietatea cd existd un numar pozitiv M astfel incat |f (x)] > M pentru orice z € R.
Presupunem ca ¢ : R — [0, 00) este o functie integrabila cu proprietatea ca 3 P € (0,1)

astfel incat

(2:83) 17 @l @ < Po (@)

pentru orice x € R. Daca o functie derivabila cu derivata continua y : J — R verifica

relatia:

(2.84) ' (x) + f (2)y (2) + g ()] < ¥ (2)

pentru orice v € R, atunci exista o unica solutie S : R — R a ecuatiei care
verifica urmatoarele relatii:

P

(2.85) ly(z) =S (2)] < M MP

W (x)

pentru orice v € R s1.5(0) =y (0).
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Proof: Din inegalitatea (2.83]) avem ca:

(2.86) |17 @l @0 at < Pu (@)
pentru orice x > 0. AplicAnd Teorema [2.2.8] ne rezulta ca exista o solutie a ecuatiei

(2.72), Sy : [0,00) — R care verifica (2.75]) si S1 (0) = y (0).
Tot din inegalitatea (2.83)) vom obtine ca:

0
(2.87) [ 1@ @ de < P ()
pentru orice < 0. Aplicind Teorema [2.2.9] ne rezulta ca exista o solutie a ecuatiei

(2.72), Sa : (—00,0] — R care verifica (2.82)) si S2 (0) =y (0). Este usor de verificat ca

functia

Sy (z), <0
este derivabila cu derivata continua pe R, este solutie a ecuatiei (2.72) pe R si verifica
(2.85)). O

Folosind Teorema [2.2.8 vom demonstra stabilitatea de tip Hyers-Ulam a ecuatiei
(2.72) pe I = [a,b) unde —oc0 < a < b < 0.

Corolarul 2.2.4 (F. Bojor,[16]). Fie e, M >0 si f: I — [M,00) respectiv g : I — R
doua functii continue. Daca o functie derivabila cu derivata continua y : I — R verifica

relatia

(2.89) ' (@) + f(@)y(x) +g(2) <e

pentru orice x € I, atunci exista o unica solutie S : I — R a ecuatiei care
verifica relatiile:
€

(2.90) ly (x) = S (2)] < m

pentru orice x € I, unde q € (%, 1) si S (a) =y (a).

Proof: Fie q € (%, 1). Inmultind relatia (2.89)) cu e ). FBdt si notand

(2.91) 2 (2) =y (x) e e FOU 4 e ]
avem ca
(2.92) 2 @)+ (1= q) f (@) 2 (2) + g () et 1OF] < o et TN

pentru orice z € I. Atunci functia F'(x) = (1 —q) f (z), z € I este continua pe I si
satisface relatia |F' (x)| > (1 — q) M pentru orice x € 1.
Fie ¢ (z) =¢- ¢ Ja J0dt " e I atunci

g C—ave [F e < 1=
293) [ IF@lemd=0-q=[ f© ar <~y (@)
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pentru orice x € I, deci functia ¢ : I — [0, 00) verifica relatia |D cu P = % €
(0,1).

Din Teorema ne rezultd ca exista s € C!'(I,R) care este unica solutie a

ecuatiei:
(2.94) @)+ (1 —q) f(z)z () +g () edJ, rwdt _ g
si verifica relatiile
1 z
. - <t ol et fwat
(2.95) 2(@) =5 ()| < 3ry =gy <

pentru orice z € I gi s(a) =z
Atunci functia S (z) = s(x)e ? It (Dt este o solutie a ecuatiei 1) si verifica
(12.90). O

Ecuatia (2.72) nu este Hyers-Ulam stabila pe intervale de forma J = (—o0,a] in

general, aga cum se poate vedea din urmatorul exemplu.

Exemplul 2.2.1 (F. Bojor,[16]). Fie ecuatia unde f (z) = 2% si g(z) = 0.

Solutia acestei ecualii S : J — R care verifica conditia S (a) = p este

3 3

a” —x

(2.96) S(x)=p-e 3

O functie derivabila cu derivata continua y : J — R care verifica este
@323 B T3

(2.97) y(z)=p-e 3 —I—s-e_?/ e dt.
Presupunand ca ecuatia este Hyers-Ulam stabila, va rezulta ca exista k > 0 astfel
incat
(2.98) ly(z) —S(x)| <e-k
pentru orice x € J. Prin inlocuire vom obtine ca:

T 3 3
/ eSdt‘ < kes
pentru orice x € J. Trecand la limita cand v — —oo vom obtine o contradictie. Dect
ecuatia nu este Hyers-Ulam stabila pe R.

(2.99)




CAPITOLUL 3

Teoreme de punct fix pentru contractii generalizate

in spatii metrice inzestrate cu un graf

In acest capitol, lucrand in spatii metrice inzestrate cu un graf vom generaliza
notiunile de operatori Kannan, Zamfirescu, Ciri¢-Reich-Rus, Bianchini si - contractii
pentru spatii metrice inzestrate cu un graf si vom da conditii necesare pentru ca acesti
operatori sa fie PO. Toate aceste teoreme vor generaliza si extinde rezultatele clasice
obtinute pentru acesti operatori. In cele ce urmeaza vom considera ca (X, d) este un
spatiu metric, si ca G este un graf orientat cu proprietatile V (G) = X, E(G) 2 A iar
G nu are muchii paralele. Contributiile originale ale autorului din acest capitol sunt:
Definitiile [3.1.1]3.2.T)3.3.1]3.4.T|]3.5.1],

Teoremele (3.1.1} [3.2.1} [3.3.1} |3.4.1} |3.4.2] [3.4.3] [3.5.2

Corolarele [3.1.1], [3.2.1], [3.2.2], [3.2.3] B.2.4] 3.3.1], 3.-3.2, 3:3.3] 3.3.4] 3.4.7], [3.4.2] [3.5.1],
Lemele [3.1.7], [3.2.1], 3.3.}, [3.3.2, [3.5.1], [3.5.2]

Exemplele 3.1.2] B.1.3] B.1.4] [3.1.5] B.1.6] 3.-2.1] 3.2.2] [3.2.3] [3.2.4], [3.3.2, [3.3.3|[3.3.4]
Observatiile [3.1.1], [3.1.2] [3.2.3] 3.2.2]

demonstratiile Teoremelor 3.1.2] 3.2.2] 3.3.2], 3.4.4], [3.5.3] si Propozitia [3.4.1]

1. Teoreme de punct fix pentru operatori G-Kannan

In aceastd sectiune, folosind ideea lui Jakhymski [30] pentru Banach contractii,

vom considera urmatorul concept:

Definitia 3.1.1 (F. Bojor, [17]). Fie (X,d) un spatiu metric si G un graf. Operatorul
T: X — X se numeste operator G-Kannan daca:
1. Vx,y € X cu proprietatea (x,y) € E(G) avem ca (Tz,Ty) € E (G).
2. exista a € {O, %) astfel incat:
d(Tz,Ty) < ald(z,Tx) +d(y,Ty)]
pentru orice (x,y) € E(G).

Observatia 3.1.1. Daca T este un operator G-Kannan, atunci T este atat operator

G~'-Kannan cdt si operator G-Kannan.

Exemplul 3.1.1. Orice operator Kannan este un operator Gy-Kannan, unde graful G
este definit prin V (Go) = X si E (Gp) = X x X.
42
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Exemplul 3.1.2 (F. Bojor, [17]). Fie multimea X = {0,1,3} inzestratd cu met-
rica euclidiand dg. Operatorul T : X — X, Tx = 0, pentruz € {0,1} si Tz =
1, pentru x = 3 este operator G-Kannan cu constanta a = é pe spatiul metric X
inzestrat cu graful G definit prin E(G) = {(0,1);(1,3);(0,0);(1,1));(3,3)}, dar nu
este un operator Kannan deoarece dg (T0,T3) =1 si dg (0,70) + dg (3,73) = 2.

Observatia 3.1.2 (F. Bojor, [17]). La fel ca si in cazul contractiilor si a operatorilor
Kannan, exista G-contratii care nu sunt operatori G-Kannan precum si operatori G-
Kannan care nu sunt G-contratii. Mai mult, exista operatori G-Kannan care nu sunt
G -contratii pentru orice graf Gp cu proprietatea G1 # A, dupd cum se poate vedea

din exemplul urmator.

Exemplul 3.1.3 (F. Bojor, [17]). Fie multimea X = N\ {0, 1} si operatorul T : X —
X definit prin Tx = 2x. Consideram graful G definit prin

V(@) =X s E(G)={(2"2"n+1)):neX keNjua
Atunci T este un operator G-Kannan cu constanta a = % deoarece

2
dg (T2, T2" (n + 1)) = 2"+ < 52’“ (2n +1)

- g (e (280, T20) + dp (2" (n+1), 72" (n + 1))

pentru orice n € X si orice k € N.
Daca ar exista un graf Gy # A astfel incat operatorul T sa fie o Gi-Banach
contractie cu constanta a € [0,1) atunci ar exista x,y € X cu x # y astfel incit

(xz,y) € Gy. Dar atunci
dg (Tz,Ty) = 2|z —y| < alr —y|
de unde a > 2. Deci operatorul T nu este o G1-Banach contractie.

Lema 3.1.1 (F. Bojor, [17]). Fie (X,d) un spatiuv metric inzestrat cu graful G si
T : X — X un operator G-Kannan cu constanta a. Daca graful G este slab T— conex

atunci, pentru orice x,y € X, exista r (x,y) = 0 astfel incat

a

(3.100)  d(T"z,T"y) < ad (T"_lx, T"x) + (1 ) r(z,y)+ad (T”_ly, T"y)

—a
pentru orice n € N*.

Proof: Fie z,y € X. Daca (z,y) € E(é) atunci pentru r (z,y) = 0 relatia
3.100) este adevarata. Daca (x,y) ¢ E (é) atunci exista un drum (xi>i]10 in G de la

x la y, adica, xg = z,xy =y cu (z;_1,2;) € E (é) pentru i = 1,..., N si (z;, Tx;) €
E ((NJ) pentru i = 1,..., N — 1. Din Observatia [3.1.1, T este un operator G-Kannan.
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Folosind metoda inductiei matematice, e simplu de demonstrat ca (T"z;_1,T"z;) €
E (é) pentru i =1,... N, (T" ta;, T"z;) € E (é) pentruz=1,.... N — 1 si

a

a(r e, ) < (1) e T

1—a
pentru orice n € N* gi ¢ = 1,..., N — 1. Aplicand inegalitatea triunghiului vom obtine:

N
d(T"z,T"y) < » d(T"zi—q, T x;)

=1

n—1 n = n—1_. mmn, . n—1 n ]
a[d(T x,Tm)—i—Q;d(T z3, T"a;) +d (T "y, T")

<

a|d (T”’lx,T”x) + 2 (1 a4

—a

n—1N-1
) d(z;, Tx;) +d (T” 1y,T"y)]

=1

deci este suficient s& notam

r(z,y) =2(1—a) Z d(z;, Tx;)

si astfel demonstratia este completa.

Urmatoarea teorema este principalul rezultat pentru operatorii G-Kannan.

Teorema 3.1.1 (F. Bojor, [17]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu
graful G si
T: X — X un operator G-Kannan. Presupunem ca:

(i.) G este slab T— conex;

(ii.) pentru orice sir (Ty),cy de elemente ale lui X, daca x, — x si

(Tp, Tpy1) € E (é) pentru orice n € N atunci existd un subsir (T, ), ey
cu (zg,,r) € E (é) pentru oricen € N.

Atunci T este PO.

Proof: Daca E (é) = X x X atunci teorema se reduce la Teorema lui Kannan din
[38].
Daca E( ) # X x X, atunci alegem un element x € X fixat. Din Lema (3.1.1

exista r (z,Tx) > 0 astfel incat

a

d (T"m, T”“:U) < ad (T”’lx, T"x) + ( )n r(z,Tz) + ad (T”x, T"Hx) ,

1—a
pentru orice n € N*. Deci

n

(3.101) d (12, 1) < 5 ¢

—a

n—1 n

Folosind relatia (3.101]) si un calcul elementar vom obtine:

n

a4 7 (, Tx)

(1—a)

(3.102) d (T, T"'2) < ( ¢ )nd(x,Tx)—l—n

l1—a
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pentru orice n € N.
Fie b := . Deoarece a € {0, 2), atunci vom avea ca b € [0,1) si folosind relatia
(3.102)) vom ob‘glne ca:

> d (Tka:, Tk+1x) <d(z,Tz)d b+ (z, T)
i=0

=0

Zk bF

-t 7 (ZB,T:B) nb’“L2 — 4+ +b

—d(z,T
@I T T, (1—b)

Prin urmare, folosind faptul ca b € [0,1) ne va rezulta ca ioj d(Trz, T" ) < oo
n=0
si deoarece

d (T”x, T"“’x) < gr:l’d (Tim, Ti“x) — 7§ d (Tia:, Ti+1x> — 0
i=0 i=0

atunci cdnd n — oo gi pentru orice p € N, rezulta ca (T ”a:)@O este un gir Cauchy. Dar
(X, d) este un spatiu metric complet, prin urmare (7"z),., converge la un element
r* € X. Prin urmare girul (7"x), . este convergent pentru orice x € X.

Fie z,y € X atunci exista z*,y* € X astfel incat(T"x), ., — =" si (T"y),~>0 = ¥,
atunci cand n — oo.

Aplicand Lema [3.1.1 vom obtine ca:

d(T"z,T"y) < ad (T2, T"x) + (1“>n r(z,y) +ad (T"'y, T"y) ,

pentru orice n € N*. Trecand la limita cand n — oo vom obtine ca d (z*, y*) < 0, deci

x* = y* si deci pentru orice x € X exista un unic z* € X astfel incat

lim T"z = x*.
n—0o0

In continuare vom demonstra ci z* € Fp. Deoarece graful G este slab T'—conex si
E (é) # X x X, atunci exista cel putin un xzy € X astfel incat (xg,Tx¢) € E (é)
deoarece 1n caz contrar, pentru orice z,y € X vom avea ca (z,y) € F (é) adica
E (é) = X x X, prin urmare (T"zq, T""'z¢) € E (é) pentru orice n € N. Dar
T}Lrgo T'xy = x*, i folosind (ii.) ne va rezulta ca exista un subsir (Tk"xo) cu

(Tk"xo, x*) €k (é) pentru oricen € N. Atunci: "
d(z*,Tx*) < d (:U*, Tk”+1x) +d (Tk”HxO, Tx*)
<d <x*, Tk"Hx) +a {d (Tk”:co, Tk"Ha:O) +d (27, T:c*)} .

pentru orice n € N. Adica

d (Tkn Zo, Tkn+11‘0)

1
d(x*,Tx") < .

—a

« roknl a
d (x T :17) + ]
Acum, trecand la limita cdnd n — oo, vom obtine ca

d(z*,Tz*) =0« a2 =Tz", adica, z* € Fr.
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Daca exista y € X astfel incat Ty = y, atunci de mai sus, ne rezulta ca T"y — x*,

deci y = x* si prin urmare, T" este PO. Il

Urmatorul exemplu ne arata ca conditia (ii.) este necesara pentru ca un operator
G-Kannan sa fie PO.

Exemplul 3.1.4 (F. Bojor, [I7]). Fie X :=[0,1] inzestrat cu metrica euclidiand dg.
Definim graful G prin
E(G) ={(z,y) € (0,1] x (0,1] [z = y } U{(0,0),(0,1)}
Fie
T:cz% pentru x € (0,1],s1 T0=1

FEste simplu de verificat ca (X,dg) este un spatiuv metric complet, G este slab
T—conex si T este un operator G-Kannan cu constanta a = % deoarece pentru orice

x,y € (0,1] cu proprietatea x > y avem cd:

—~ +y 1/3
d(Tx,Ty)=|x4y|<x4y<3(f+

Consideram sirul (Tn,),cn- definit prin z, =
(Tpy Tpy1) € E(é) dar lim x, = 0 gi (z,,0) ¢ E(é) pentru orice n € N*, deci

conditia (ii.) nu este indeplinita si evident, T nu are puncte fize.

=&

) _ :1)) [d(z,Tz) +d(y, Ty)]

Pentru orice n € N* avem ca

3=

Exemplul ne arata ca graful G trebuie sa fie T'—conex pentru ca un operator
G-Kannan T, sa fie PO. Evident operatorul T" este G-Kannan, graful G este slab conex,
deoarece pentru orice m,n € X cu proprietatea m < n avem ca sirul xg = m, r; =
m+1,..., ,,_, = n este un drum in GG de la m la n. Dar graful G nu este slab T-conex
deoarece (2,4) ¢ E (é) si singurul drum in G de la 2 la 4 este yo = 2,41 = 3,52 = 4
iar (3,73) = (3,6) ¢ E (G).

Din Teorema |3.1.1| putem deduce urmatorul corolar care se refera la conditiile su-

ficiente ca un operator Kannan definit pe un spatiu metric ordonat sa fie PO.

Corolarul 3.1.1 (F. Bojor, [17]). Fie (X,<) o multime ordonatd si d o metrica pe X
astfel incat spatiul metric (X, d) este complet. Fie T : X — X un operator crescdtor

astfel incat wurmatoarele trei conditii sunt adevarate:

(i.) exista a € {O, %) astfel incat d (Tx,Ty) < ald(x,Tx)+ d(y,Ty)| pentru orice
r,y€e X cux <y

(ii.) pentru orice x,y € X, elemente incomparabile din (X, <), existd z € X astfel
incat v <z, y< 28z Tz

(11i.) dacd un sir crescator (z,) converge la z* € X, atunci x, < x* pentru orice

n € N.
Atunci T este PO.
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Proof: Consideram graful G cu V (G) = X, si
E(G) ={(r,y) e X x X[z <y}.

Deoarece T este crescator si are loc (i.) avem ca T este un operator G—Kannan. Din
(ii.) rezulta ca G este slab T'—conex si conditia (iii.) din corolar implica conditia (ii.)

din Teorema [3.1.1] Deci aplicaind Teorema [3.1.1| rezulta ca T este PO. O

In ceea ce urmeazi vom arita ci teorema de punct fix pentru operatori Kannan
ciclici, demonstrata in [7] de Petric si Zlatanov este o consecinta a Teoremei Vom
prezenta aici o varianta putin modificata a Teoremei din [7].

Teorema 3.1.2. Fie p > 2 un numar natural si Ay, Ao, ..., Ay, Appr = Ay submullimi
nevide gi inchise ale spatiului metric complet (X,d). Presupunem ca T : UP_|A; —
UY_| A; este un operator ciclic, care verifica conditia: existd a € [O, %) astfel incat
pentru orice pereche (x,y) € A; X Ajyq, cui € {1,2,...,p}, are loc relatia

d(Tz,Ty) <ald(x,Tz)+d(y,Ty)].
In aceste conditii T este PO.

Proof: Fie Y = U, A; atunci (Y, d) este un spatiu metric complet.
Consideram graful G cu V (G) =Y, si

E(G)={(z,y) €Y xY :3ie{l,2,...,p} astfel incdt x € A;siy € A1} UA
Deoarece T' este un operator ciclic, vom avea ca
(Tx,Ty) € E(GQ), pentruorice (z,y) € E (G)

si fiind un operator Kannan ciclic va rezulta ca T" este un operator G-Kannan iar graful
G este slab T'—conex.
Pentru a demonstra proprietatea (ii.) din Teorema , alegem (), oy Un sir din
X care verifica conditiile x, — 2* si (2, ,+1) € E(G) pentru orice n € N. Deoarece
multimea U?_; A; este Inchisa atunci x* € UY_; A; si deci exista j € {1,2,...,n} astfel
incat x* € A;. Folosind sirul {z,,} are o infinitate de termeni in fiecare multime
A;, pentru orice i € {1,2,...,p}. Subsirul girului {z,} format din acei termeni care
apartin lui A;_; verifica conditia (ii.) din Teorema . In concluzie operatorul T
este PO.
O

In continuare vom prezenta cateva exemple de operatori G-Kannan care verifica
ipoteza Teoremei [3.1.1]
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Exemplul 3.1.5 (F. Bojor, [17]). Fie mulfimea X = {—g, g] inzestratd cu metrica

euclideana dg si aplicatia T : X — X definita prin:

|, | E[ﬂ' W]U{Trﬂ'}
sl ® 27 6] " 162

™ ’
o e(E)
o 66

Consideram graful G definit prin

Ty =

V(G)=X si E(G)={(0,z):2¢€ X}.

Graful G este slab T conex si proprietatea ii. din Teorema este indeplinita.
Pentru orice x € X avem ca daca (0,z) € E(G) atunci si (T0,Tx) = (0,Tx) €
E(G) si folosind elemente de analizd matematicd se poate demonstra cd T este un
operator G-Kannan cu constanta
3 1

= <
“Tor+1T2
Aplicand Teorema operatorul T este PO si T are un unic punct fix z* = 0.

Operatorul T' nu este un operator Kannan deoarece presupunand ca existd a € {O, %)

astfel incat

dp (Tz,Ty) < aldp (z,Tz) + dg (y, Ty)], Vo,y € X

st alegand x = 7, y = § vom obtine ca:

3 1

m—9 2

a =

Exemplul 3.1.6 (F. Bojor, [17]). Fie multimea X = [0,5] inzestrata cu metrica eu-
clideana dg si aplicatia T : X — X definita prin:

r—4; x € (4,5
Tx =
2; z € [0,4]

Consideram graful G definit prin
V(G)=X si E(G)={4,z):2¢€ (4,5]}U[0,4] x [0,4] U A.

Graful G este slab T conex si proprietatea ii. din Teorema este indeplinita.
Pentru orice x € X avem cd dacd (4,z) € E(G) atunci si (T4, Tx) = (i,ﬁ) €
E (G) si T este un operator G-Kannan cu constanta a = é, deoarece:
Cazul I. daci x € (4,5], deci (4,z) € E(G) avem cd

1
dp (T4, Ta) = [1 —x + 4| = [ — 2| < 1 < ; < 3 lds (4,74) + di (&, T)]

Cazul II. Dacd (z,y) € [0,4] x [0,4], atunci

1[3:5' 33/} 1

x_
i (T2, Ty) = ol +1ol) < 5 |7 + 2| = 5 [ (0. T9) + dis (5, T)

Y 1
< - ——
4 ‘ ! 3
Aplicand Teorema operatorul T este PO si T are un unic punct fix z* = 0.




2. TEOREME DE PUNCT FIX PENTRU OPERATORI G-ZAMFIRESCU 49

Operatorul T nu este o G-Banach contractie deoarece

9 9 1 . 9 1 1
(45) € B@ dn(4.5) = 5 s dp (14.75) =i (1.5) = 5

2. Teoreme de punct fix pentru operatori GG-Zamfirescu

In aceasta sectiune vom extinde notiunea de operator de tip Zamfirescu la operatori
care verifica conditiile respective doar pe muchiile unui graf G si astfel vom obtine

notiunea de operator G-Zamfirescu.

Definitia 3.2.1 (F. Bojor, [19]). Fie (X,d) un spatiu metric. Operatorul T : X — X
se numeste operator G-Zamfirescu daca:

1. Vz,y € X cu proprietatea (z,y) € E(G) avem ca (Tz,Ty) € E (G).

2. exista numerele reale o, B si v care verifica conditiile: 0 < a < 1,0< [ < %
si0<7vy< %, iar pentru fiecare (x,y) € E(G), are loc cel putin una dintre
conditiile urmatoare:

(z1) d(Tz,Ty) < ad(z,y);
(22) d(Tx,Ty) < Bld(x,Tx) +d(y, Ty)];
(23) d(Tx,Ty) < vld(z,Ty) + d(y,Tz)].

Observatia 3.2.1. Daca T wverifica conditia (z1) pentru orice (x,y) € E (G) atunci T
este 0o Banach G—contractie si daca T verifica conditia (z9) pentru orice (z,y) € E (G)

atunci T este operator G— Kannan.

Observatia 3.2.2. Daca T este un operator G-Zamfirescu, atunci T’ este atat operator

G~1-Zamfirescu cat si operator G-Zamfirescu.

Exemplul 3.2.1. Orice operator Zamfirescu este un operator Go-Zamfirescu, unde
graful Gy este definit prin V (Gy) = X si E(Gp) = X x X.

Exemplul 3.2.2. Fie mulfimea X = {0, 1,2,3} inzestratda cu metrica euclidiand. Op-
eratorul T : X — X, Tx = 0, pentru z € {0,1} si Tz = 1, pentrux € {2,3} este
un operator G-Zamfirescu verificind (z1) din Definitia cu constanta o = %, unde
G = {(0,1);(0,2);(2,3);(0,0);(1,1));(2,2);(3,3)}, dar nu este un operator Zam-
firescu deoarece
e d(T1,T2) =1 sid(1,2) =1 deci (z1) din Definitia[1.6.10 nu este indeplinitd;
e d(T1,T2) =1sid(1,T1)+d(2,T2) = 2 deci (2) din Definitia[1.6.10] nu este

indeplinita;
e d(T1,T2) =1sid(1,T72)4+d(2,T1) = 2 deci (z3) din Definitia nu este
ndeplinita.

Prin urmare, notiunea de operator G-Zamfirescu este mult mai cuprinzatoare decat
cea de de operator Zamfirescu, ceea ce justifica studiul existentelor punctelor fixe pentru

opratori G-Zamfirescu.
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Pentru inceput vom demonstra urmatoarea lema, care este o extindere a unui rezul-

tat din [11], pentru operatori Zamfirescu.

Lema 3.2.1 (F. Bojor, [19]). Fie (X,d) un spativ metric si T : X — X un operator
G-Zamfirescu. Atunci

(3.103) d(Tz,Ty) < 26d(x,Ty) + dd (x,y)

pentru orice (z,y) € E(G), unde § = max {a, %v ﬁ} .

Proof: Pentru inceput fie (z,y) € F(G) fixate. Cel putin una dintre relatiile
(21), (22) sau (z3) este adevarata.
Daca (x,y) verifica (z1), atunci relatia |3.103| este adevarata.

Daci (z,y) verifici (z»), atunci avem
d(Tz,Ty) < Bld(z,Tz) +d(y, Ty)] <
< B{ld (2, Ty) + d(Ty,Tx)| + [d(y, ) + d(z,Ty)]} .
Deci
(1=p)d(Tz,Ty) < 28d(z,Ty) + Bd (z,y)
relatie care implici
d(Tz, Ty) < iﬁﬁd(x,Ty) + Ld (z,y)

Daca (z,y) verifica (z3), atunci analog vom obtine

2y ol
d(Tz, Ty) < ——d(z,Ty) + ——d (x,
(T'z, y) 1—~ (x,Ty) 1—~ (x Y)

5:max{a6 7}
71_571_7

vom avea ca ¢ € [0,1) i deci, urmatoarea inegalitate

Deoarece

d(Txz, Ty) < 26d(x,Ty) + dd (x,y)
are loc. In acelasi mod vom obtine c&
d(Tx, Ty) < 26d(x,Ty) + dd (x,y)

pentru orice (z,y) € E(G).
g

Observatia 3.2.3 (F. Bojor, [19]). In mod analog cu Lema se poate obline ca:
(3.104) d(Tz,Ty) < 26d(x,Tx) +d(z,y)

pentru orice (x,y) € E(G).
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Lema 3.2.2 (F. Bojor, [19]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G si
T : X — X un operator G-Zamfirescu astfel incat graful G este slab T'— conex.
Daca (z,y) ¢ E (é) atunci exista v (x,y) > 0 astfel incit

(3.105) d(T"z,T"y) < nd"r (z,y)

pentru orice n € N*, unde § = max {a, %, ﬁ} )

Proof: Fie z,t € X cu proprietatile (z,t) € E (CNT’) si(2,T2) € E (é) Utilizand in-

ductia matematica, se demonstreaza simplu ca (1"z,1T"t) € £ (é) and (T"z, T""z) €

E (é) pentru orice n € N. Din Lema |3.2.1} pentru x := Tz si y := z vom obtine ca

d(T%2,Tz) < 26d (T2, Tz) + 6d (T2, 2)
relatie care implica
d (TQz, Tz) <0d(Tz,z2).
Inductiv vom obtine ca:

(3.106) d(TmzT""2) < 6" 'd (T2, 2)

pentru orice n € N*.
Pentru z = T" 'z si y = T" ¢, din (3.104)), avem c&

d(T"z,T"t) < 26d (T"—lz, T"z) +4d (T”_lz, T”—lt)
deci, folosind ((3.103))
(3.107) d(T"2,T"t) < 20"d (2,T2) + od (T" 2, 7" 't)

pentru orice n € N*.
Folosind relatia (3.107]) si un calcul elementar, vom obtine

(3.108) d(T"z,T"t) < 2né"d (z,Tz) + §"d (z,t)

pentru orice n € N*.
Fie z,t € X cu proprietatile (z,t) € E (é) si (t,Tt) € E (é) Atunci folosind
simetria distantei d si (3.108]) avem ca

(3.109) d(T"z,T"t) < 2nd"d (t,Tt) + 0"d (z,t)

pentru orice n € N*.
Fie (z,y) ¢ E (é’) Atunci existd un drum in G, (mi)fio de la x la y astfel incat
Tog = x,xNy = y cu (v;_1,7) € E(é) pentru orice i = 1,...N si (z;, Tx;) € E(é)

pentru orice ¢ = 1,..., N — 1.
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Folosind inegalitatea triunghiului, (3.108]) and (3.109)) vom obtine ca:

N
d(T"z, TMy) < Y- d (T a0, T ;) <

i=1

N—1 N
< 2n(5" lz d (.CCZ‘, T.CCZ) + d (Z'N,l, Ta:Nl)] + 5” Z d (.271',1, l’l)
i=1

=1

=

~1 N
< 2”5” [ d({EZ,TLUZ) +d(£(}N_1,T.ZUN_1) +Zd(mz_1,xz)1
i—1 i=1

1=

este suficient sa notam

N-1 N
r(z,y) =2 [Z d(xy, Tr;) +d(xy-_1, Toy_1) + Zd (251, 1’1)] .
i=1 =1
si astfel lema este demonstrata. O

Principalul rezultat din aceasta sectiune este urmatoarea teorema.

Teorema 3.2.1 (F. Bojor, [19]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu un

graf G siT : X — X un operator G-Zamfirescu. Presupunem ca:

(i.) G este slab T'—conex;
(ii.) pentru orice (x,),cy sir de elemente din X, dacd x, —  §i (Tn,Tny1) €
E (G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (Tx,),cy cu (Tr,,T) €

E (é) pentru n € N.
Atunci T este PO.

Proof: Daca F (é) = X x X atunci teorema se reduce la Teorema lui Zamfirescu
din [66].

Daca E (é) # X x X, atunci fie x € X fixat. Vom analiza doua cazuri, singurele
posibile:

1. Daca (z,Tz) ¢ E (é) atunci din Lema [3.2.2] pentru orice n € N*, exista
r(x,Tz) > 0 astfel incat

(3.110) d (T”:v, T”+1x) <nd"r(z,Tx).

Deci 3 d(T'z, T"x) < r(x,Tx) 5 né" < oo.
n=0

n=0

2. Daca (z,Txz) € £ (C:’) atunci din Lema [3.2.1] avem ca

d (Tx, T%) =d (T%, Tm) < 26d (Tz, Tz) + 6d (T, z)
deci
(3.111) d (Tx,T%x) < od (z,Tx)
Prin inductie, vom obtine

(3.112) d (T2, T""'z) < 6"d (z, Tx)
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Deci si in acest caz 5 d(Thx, T""'z) < d(z,Tx) S 0" < 0.

n=0 n=0
In ambele cazuri, ne va rezulta ci (T"z),., este un sir Cauchy. Dar spatiu (X, d)
este un spatiu metric complet si deci exista un z* € X astfel incat (T"x),., — 27,
cand n — oo. In consecinta sirul (I™x), -, este convergent pentru orice z € X.

Fie z,y € X, atunci exista z*, y* € X astfel incat (T"z),., — 2" i (T"y),,59 — ¥

1. Daca (z,y) ¢ E (é) atunci din Lema [3.2.2] pentru orice n € N* exista
r(z,y) = 0 astfel incat

(3.113) d(T"z, T"y) < nd"r (z,y) .

Trecand la limita cAnd n — oo vom obtine ca d (z*,y*) < 0, prin urmare
r* =y*.

2. Daca (z,y) € E ((NJ) avem ca (T"z, T"y) € E (é) pentru orice n € N, Atunci
din Observatia avem ca

d(T"z, T"y) < 24d (T"_lx, T”x) +dd (T"_lm, T"_ly)
pentru orice n € N*. Trecand la limita caind n — oo ne va rezulta ca
d(xz*,y*) < od (x*,y*) ¢i deoarece § € [0,1) vom obtine z* = y*.

Prin urmare, pentru orice x € X exista un unic z* € X astfel Incat

lim T"x = x*.
n—oo

In continuare vom demonstra ci x* € Fp. Deoarece graful G este T—conex
si B(G) # X x X, atunci existd xo € X astfel incat (zg,Tzg) € E(é) deci
(Trzo, T ay) € E (é) pentru orice n € N. Dar lim T"zo = 2%, si folosind (ii.)
oy U (T’“”xo,x*> € E(é) pentru orice

n € N. Atunci, pentru orice n € N, vom avea ca

ne va rezulta ca exista un subsgir (T'“"a;o)
n

d(z*,Tz*) < d (J:*, Tknﬂx) +d (Tk”“xo, Tac*)
< d (2%, T a) + 20d (T o, T ag) + 0d (27, T") .
Deci

d(z*,Tx") < 1i5d (m*, Tk"“a:) + 1f5d (Tk"xo, Tk"“:po)

Acum, trecand la limita cand n — oo, vom avea ca
d(z*,Tz*) =0 < 2" =Ta", deci, 2" € Fr.

Daca avem Ty = y pentru un y € X, atunci din demonstratia de mai sus, vom avea

ca Ty — x*, deci y = x* si prin urmare, T este PO. U

Urmatorul exemplu ne arata ca conditia (ii.) este necesara pentru ca un operator

(G-Zamfirescu sa fie PO.
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Exemplul 3.2.3 (F. Bojor, [19]). Fie multimea X := [0,3] inzestrata cu metrica

euclidiand dg. Definim graful G' prin

V(G) =X § E(G) = E(G) = (0,1] x (0,1]u{;} « (1,3]u{(;,0)}.

Definim aplicatia T : X — X prin
,x(0,1]

= o8

Te=9—- ze(0,1uU{0}-

=N

, € [2,3]
E usor de verificat ca (X,d) este un spativ metric complet, G este slab T'— conex.

Aplicatia T este un operator G-Zamfirescu care verificd (z1) cu o = L pentru orice
2

(z,y) € (0,1] x (0, 1], verificd (22) cu 8 = § pentru orice (x,y) € {%} x (1, 2]U{(%,0)}

si verificd (z3) cu y = % pentru orice (x,y) € {%} x [2,3]. Este clar ca, T"xz — 0

pentru orice x € X, dar T nu are puncte fixe.

Observatia 3.2.4. Se poate demonstra ca operatorul T de la exemplul anterior nu este

o Banach G-contractie, nici un operator G-Kannan.

Urmatorul exemplu ne arata ca graful G trebuie sa fie T—conex pentru ca un

operator G-Zamfirescu 1" sa fie PO.

Exemplul 3.2.4 (F. Bojor, [19]). Fie X := [0,3] inzestrat cu metrica euclidiand dg

Definim aplicatia

r+2; zel0,1]
Ty =
%; x € (1,3]

Definim graful G prin V (G) = X si
3" —1 3" -1

E(G) = [0,1] x [0,1]U(1, 3] x(1,3]u{( N ,3) n € N}U{(g)n_l,l) n € N*}.

Atunci (X,dg) este un spatiu metric complet, G este slab conex dar nu este slab
T—conex deoarece (1,3) ¢ E (é) si orice drum tn G de la 1 la 3 trece prin 0 dar
(0,70) = (0,2) ¢ £ (é) sau trece prin vo = 3=t cun € N* dar (z9, Txo) ¢ E (é)

T este un operator G-Zamfirescu care verifica conditia (z3) cu 5 = % pentru (z,y) €
[0, 1] % [0,1] respectiv conditia (z1) cu o = % pentru (z,y) € E(G)\[0,1] x [0,1]. Este

evident, T"x nu converge pentru orice v € X si T nu are puncte fize.

Corolarul 3.2.1 (F. Bojor, [19]). Fie (X,d) un spaliu metric complet inzestrat cu
graful G siT : X — X o G-contractie. Presupunem ca:

(i.) G este slab T—conex;

(ii.) pentru orice (x,),cy sir de elemente din X, dacd x, —  §i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (zy,),cy U (Th,,T) €
E (G) pentrun € N.
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Atunci T este PO.

Proof: Daca T este o G—contractie atunci 1" este un operator G-Zamfirescu deoarece
verifica conditia (z;). AplicAnd Teorema ne rezulta ca T este PO. O

Observatia 3.2.5. Se observa ca rezultatul anterior este mai slab ca cel obfinut de

Jachymski in [30], deoarece graful G nu trebuie sa fie slab T—conex pentru ca T sa fie

PO.

Corolarul 3.2.2 (F. Bojor, [19]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu
graful G si T : X — X un operator G—Kannan. Presupunem ca:

(i.) G este slab T—conex;

(i.) pentru orice (Tn), oy sir de elemente din X, dacd x, — x $i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (Ty,),cy U (Th,,T) €
E (G) pentru n € N.

Atunci T este PO.

Proof: Daca T este o un operator G—Kannan atunci 7' este un operator G-
Zamfirescu deoarece verifica conditia (z3). AplicAnd Teorema ne rezulta ca T
este PO. U

Corolarul 3.2.3 (F. Bojor, [19]). Fie (X,d) un spafiu metric complet inzestrat cu
graful G si T : X — X wun operator care verifica conditia (z3) din Definitia .
(Operatorul T' il vom numi operator G-Chatterjea). Presupunem cd:

(i.) G este slab T'—conez;

(ii.) pentru orice (z,) sir de elemente din X, dacd x, — x §i (Tp,Tpi1)

S
neN
E (G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (xy,),cy ct (Tg,,x) €
E (G) pentrun € N.

Atunci T este PO.

Din Teorema|3.2.1] vom obtine un corolar referitor la operatori Zamfirescu in spatii

metrice partial ordonate.

Corolarul 3.2.4 (F. Bojor, [19]). Fie (X, <) o multime ordonatd si d o metrica pe X
astfel incat spatiul metric (X, d) este complet. Fie T : X — X un operator crescdtor,
care verifica urmdtoarele trei condifi:

(i.) existd numerele reale v, B $i ~y care verificd conditile 0 < a<1,0< < % st

0<~v<3,

relatiile urmatoare este adevarata:
(z1) d(Tx,Ty) < ad(x,y);
(22) d(Tz,Ty) < Bld(x, Tx) +d(y, Ty)];
(23) d(Tz,Ty) < vld(z,Ty) + d(y,Tz)].

astfel incat, pentru orice x,y € X cu x <y, cel pulin una dintre



86 TEOREME DE PUNCT FIX PENTRU CONTRACTII GENERALIZATE IN SPATII METRICE INZESTRATE CU UN

(7i.) pentru orice x,y € X, elemente incomparabile ale (X, <), exista z € X astfel
incat v <z, y<zsiz< Tz
(7i.) daca un gir crescaror (x,) converge la x din X, atunci x, < x pentru orice

n € N.
Atunci T este PO.

Proof: Fie graful G cu V (G) = X, si
EG) ={(r,y) e X x X |z <y}.

Deoarece T este un operator crescator gi are loc (i.) atunci 7T este un operator
G—Zamfirescu. Din (ii.) graful G este slab T'—conex si conditia (iii.) impliuca conditia

(ii.) din Teorema [3.2.1] Concluzia va rezulta din Teorema [3.2.1] 0

In cele ce urmeaza vom arata ca teorema de punct fix pentru operatori ciclici

Zamfirescu demonstratd in [7] de Petric si Zlatanov este o consecintd a Teoremei [3.2.1]

Teorema 3.2.2 ([7], T 3.1). Fie Ay, A, ..., Ap, Api1 = Ay submultimi nevide si inchise
ale spatiului metric (X, d) si presupunem ca T : UY_|A; — U A; este un operator
ciclic, pentru care exista numerele reale a € [0,1), b € {0, %) sicé€E {0, %) astfel incat
pentru orice pereche (x,y) € A;x Ay, pentrui € {1,2,...,p}, cel putin una din relatiile
urmatoare este adevarata:

(z1) d(Tx,Ty) < ad(x,y);

(20) d(Tx, Ty) <bld(x,Tx) +d(y,Ty)];

(23) d(Tx,Ty) < cld(z,Ty) + d(y, Tx)].
Atunci T este PO.

Proof: Fie Y = U_| A; atunci (Y, d) este un spatiu metric complet.
Fie graful G cu V (G) =Y, si

E(G)={(z,y) €Y xY|Tie{1,2,...,n} astfel incdt z € A;siy € Ai11}
Deoarece T este un operator ciclic, avem ca
(Tz,Ty) € E(G), pentru orice (z,y) € E(Q)

si folosind ipoteza T este un operator G-Zamfirescu iar graful G este slab T'—conex.
Fie (z,,),cy un sir de elemente ale lui X cu proprietatile x, — x si (25, Tp41) € E (G)
pentru orice n € N. Deoarece x € Y atunci exista j € {1,2,...,p} astfel incat = € A;.
Deoarece T este un operator ciclic atunci girul {z,} are o infinitate de termeni in
orice multime A;, cu¢ € {1,2,...,p}. Subsirul girului {z,,} format din acei termeni care
apartin multimii A;_; verifica condictia (ii.) din Teorema . In concluzie operatorul
T este PO.

O
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3. Teoreme de punct fix pentru operatori G-Ciri¢-Reich-Rus

In aceastd sectiune vom extinde notiunea de operator Cirié-Reich-Rus introduss de
Rus [59] si Reich [56] pentru spatii metrice inzestrate cu un graf si vom da conditii

suficiente ca un astfel de operator sa fie PO.

Definitia 3.3.1 (F. Bojor, [15]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G.
Operatorul T : X — X se numeste operator G-Cliric-Reich-Rus dacd:

1. Vz,y € X cu proprietatea (z,y) € E(G) avem ca (Tx,Ty) € E(G).

2. exista numerele pozitive a,b,c cu a + b+ c < 1, astfel incat, pentru orice

(x,y) € E(G), are loc relatia:
d(Tx,Ty) < ad (z,y) + bd (z,Tx) + cd (y,Ty) .

Exemplul 3.3.1. Orice operator Ciric-Reich-Rus este un operator Go—Oirié—Reich—
Rus, unde graful Gy este definit prin V (Gy) = X st E(Gy) = X x X.

Exemplul 3.3.2 (F. Bojor, [15]). Fie multimea X = {0,1,2,3} inzestrata cu metrica
euclidiand dg. DefinimT : X — X, prinTx =0, for x € {0,1} and Tx =1, forz €
{2,3}. Atunci T este un operator G-Cliric-Reich-Rus cu constantele a = %, b=0sic=

L ounde G ={(0,1);(0,2);(2,3);(0,0);(1,1));(2,2);(3,3)}, dar nu este un operator

37
Ciri¢-Reich-Rus deoarece d (T1,T2) =1,d(1,2) =1, d(1,T1) =1 si d (2,T2) = 1.

Observatia 3.3.1 (F. Bojor, [15]). Daci T : X — X este un operator G-Ciric-Reich-
Rus, a # b si muchiile grafului G nu sunt simetrice atunci conditia 2. din Definitia

[2.3 1] nu este echivalentd cu urmdtoarea:

2’ exista numerele pozitive a,b cu proprietatea a + 2b < 1 astfel incat, pentru

orice (x,y) € E(G), are loc relatia:
d(Tz,Ty) < ad (z,y) + b[d(z, Tx) + d(y,Ty)] .
ci doar 2" = 2.

Pentru inceput prezentam urmatoarea lema.

Lema 3.3.1 (F. Bojor, [15]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G i T :
X — X un operator G-Ciri¢-Reich-Rus. Daci x € X verifici conditia (x,Tz) € E (G)

atunct

(3.114) d (T”:E, T"+1x) < ad(x,Tx)
pentru orice n € N, unde a = ‘1“_“1;

Proof: Fie (z,y) € E (G). Este simplu de demonstrat prin inductie ca (T"z, T"y) €
E (G) pentru orice n € N. Atunci

d (172, T'%) < ad (T ', ") + bd (T" 'z + T"%) + cd (T2, T"'z)
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care implica
d(T"z,T""'z) < ad (T 'z, T"x)
unde a = %’c’, deci
d (T":E, T"+1x> < a'd(z,Tx)

H

Lema 3.3.2 (F. Bojor, [15]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G i
T: X — X un operator G-Ciric-Reich-Rus astfel incat graful G este T'—conex. Pentru

orice v € X girul (T"x), o este un sir Cauchy.

Proof: Fie z € X fixat.
Cazul 1. Daca (x,Tz) € E (G) atunci din Lema avem

d (T”x, T"Hx) < ad(z,Tx)

pentru orice n € N*, unde o = %g Deoarece o« < 1 vom obtine ca

ni:o:od (T":c,T"Hx) =1 iad(x,Ta:) < 00
si un calcul simplu ne arata ca sirul (T"z),, .y este fundamental.
Cazul 2. Daca (x,Tz) ¢ E (G), atunci exista un drum in G, (q:i)fio de la z la Tz astfel
incdt zog = xz,ay = Tz cu (v,-1,2;) € E(G) pentru orice i = 1,..N si (x;,Tz;) €
E (G) pentru orice i = 1,..., N — 1.
Aplicand inegalitatea triunghiului si vom obtine

N
d (T":);, T”H:E) < ; d(T"x;1,T"x;) <

=2

< a Z d (Tn_ll’i_l, Tn_1$i> + bg: d (Tn_lflfz‘_l, T“xi_1> + Civ: d (Tn_ll'i, Tnl’z>
=1

i=1 =1

N N
g a Z d (T"ilxi,l, Tnil.fL'Z) —+ bd (TniliC, Tnill'> + bOénil Z d (in,l, T.CCifl)—}—
i=1 1=2
N-1
+cd (T"x, T"+1x) +ca™ > d (g, Tay).

=1

Daca notam
N

Ty 1= Zd(T”xi,l,T":ci), neN
i=1
si
N
r(z) = (b+c) Y d(xi1, Tri),
i=2
atunci vom avea

T, < (@a+b)z, 1+ (b+c)a" 'r(z) + cxy,
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deci

b+c

(3.115) Tn < QTp_q + 1 "t (z).

Folosind sl un calcul elementar vom avea ca

b
Tn <N i a1y (x)
1-¢

pentru orice n € N. Deoarece a € [0,1) vom avea ca

Yod(Te, T"e) <3 an < Y ona Tt S
nod( x, x) 2 T ST (x) 2 no 01—~ a)ﬂ (x) < o0
si deci (1"x),,-, este un sir Cauchy. O

Teorema de punct fix corespunzatoare operatorilor G-Ciric-Reich-Rus este urma-

toarea:

Teorema 3.3.1 (F. Bojor, [15]). Fie (X,d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G si
T:X — X un operator G-Ciri¢-Reich-Rus. Presupunem ca:
(i.) G este T—conex;
(ii.) pentru orice (Ty,),cy $ir de elemente din X cu proprietatile x, — = i (Tp, Tni1)
E(G) pentru orice n € N avem cd ewista un subsir (T, ), oyt (Th,,T) €

E (G) pentru orice n € N.
Atunci T este PO.

Proof: Daca F (G) = X x X atunci teorema se reduce la rezultatul obtinut de Rus
[59] si Reich [56].
In continuare vom considera ci £ (G) # X x X. Din Lema m, (T"z),,5, este un
sir Cauchy pentru orice x € X si folosind ipoteza (T”m)wo este convergent.
Fie 7,y € X atunci exista z*,y* € X astfel incat (T"x), ., — 2" si (T"y),50 = ¥~
cand n — oo.
1. Daca (z,y) € E (é) vom avea ca (T"z,T"y) € E (é) pentru orice n € N,

deci
d(T"z, T"y) < ad (T”_lx, T”_ly) +bd (T”_lm, T”x) +cd (T”_ly, T"y)

pentru orice n € N*. Trecénd la limita cand n — oo vom obtine ca d (z*, y*) <
ad (z*,y*) si deoarece a € [0,1) ne va rezulta ca x* = y*.

2. Daca (z,y) ¢ E (é), atunci existd un drum G, (:Ci)fio de la z la y astfel incat
xg = x,xy =y cu (vi_q,2;) € E (é) pentru orice i = 1,...N si (x;, Tz;) €
E (é) pentru orice i = 1,..., N — 1. Atunci (T"z;_1,T"z;) € E ((N}) pentru
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orice n € Ngi?=1,..., N iar din inegalitatea triunghiului vom avea ca:

N N
d(T"2, T"y) < 3 d(T"wiy, T'a) < a > d (T iy, T ')+
=1 =1

(3.116) N N
Y d (T iy, Thia) + > d (T 'y, Ty
i=1 =1
Din Lema ne rezulta ca sirul (T"x;), ., este fundamental si deoarece
spatiul (X, d) este complet vom avea ca sirul (T"x;),., este convergent pen-
tru orice ¢ = 1...N. Folosind continuitatea distantei vom obtine ca, sirul
(d(T"xi—q,T"x;)),cy este convergent pentru orice ¢ = 1...N.
Vom nota nli_)rgod(T":L’i,l,T"xi) := (; > 0 pentru orice ¢ = 1,...,N si
trecand la limita cand n — oo vom obtine ca ¢; = 0 pentru orice 1 = 1,..., N
adica d (z*,y*) <0, deci z* = y*.

In consecinta, pentru orice x € X exista un unic element x* € X astfel incat

lim T"x = x*.
n—oo

In continuare vom demonstra ci z* € Fyp. Deoarece G este T—conex, existi cel
putin zo € X astfel incat (zg,Tz) € E (G) deci (T"zo, T xy) € E(é) pentru
orice n € N. Dar lim Tz, = z*, atunci din (ii.) exista un subsir Tk"m()) cu

n—00 neN
(Tk”xo,x*) € E(G) pentru oricen € N. Prin urmare, pentru orice n € N, vom avea

ca
d(z*,Tx") < d (m*, Tk”on) +d (Tk"+1ZE07 Tm*)
<d (x*, Tk”+1x0> + ad (Tk"xo, x*) + bd (Tk"on, Tk"xo) +cd (x*, Tx")
Trecand la limita cand n — oo vom obtine ca

d(z*,Tx") <cd(z*,Tz*) = 2" =Tx", adica, " € Fr

Daca vom avea Ty = y pentru un y € X, atunci din demonstratia anterioara ne va

rezulta ca T"y — x*, deci y = x* gi prin urmare, 71" este PO. U

Urmatoarul exemplu ne arata ca conditia (ii.) este necesara pentru ca un operator
G-Ciric-Reich-Rus sa fie PO.

Exemplul 3.3.3 (F. Bojor, [15]). Fie multimea X := [0,1] inzestratd cu metrica
euclidiana dg. Definim graful G prin

E(G) ={(z,y) € (0,1] x (0,1] [z = y} U{(0,0),(0,1),(1,0)}
Fie
szz pentru z € (0,1], i 70 =1

FEste usor de verificat ca (X, d) este un spatiu metric complet, G este T—conex si T'

1

este un operator G-Ciric-Reich-Rus cu constantele a = %, b= 15,

c= %. FEste evident

ca, T"x — 0 pentru orice x € X, dar T nu are puncte fixe.
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Urmatorul exemplu ne arata ca graful G trebuie sa fie T—conex pentru ca un
operator G-Cirie-Reich-Rus 7T si fie PO.

Exemplul 3.3.4 (F. Bojor, [15]). Fie mulfimea X = [0,00) inzestratd cu metrica
euclidiana dg st

T:X—-X, Tr=x4+5
Definim graful G prin

V(G =X EG) ={(z,x+a),(x+a,z):2€ X, ac]01]}

Atunci (X, d) este un spatiu metric complet, G este conex deoarece pentru orice
x,y € X sirulxg =x,01 = x+a, 10 = 420, ...,x, = r+na =y, unden = [z — y|+1
si a = =4 este un drum in G de la x la y. Graful G nu este T—conex deoarece
(x,Tz) ¢ E(G) pentru orice v € X.

Pentru orice (x,y) € E(G) ne rezultd ci (Tx,Ty) = (x+5,y+5) € E(G) ¢i T
verifica relatia 2. din Definitia cu constantele a = é, b=c=zd

orice x € X, a € [0,1] avem cd

1
3 deoarece pentru

dg (T, T (z+a))=|lz+5—rv—a—-5=a<1

ar
1 1
adp (x,x + ) + bdg (2, Tx) + cdg (x + o, T (x + ) = 6a+60 > 1.

Evident, sirul (T™x),,c anen M0 €ste convergent pentru orice v € X §iT' nu are puncte

fize.

Corolarul 3.3.1 (F. Bojor, [15]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G si T : X — X un operator. Presupunem ca:

(i.) G este slab T'—conex;
(ii.) exista numerele pozitive a sib cu proprietatea a + 2b < 1 astfel incdt, pentru
orice (x,y) € E(G), vom avea ca (Tx,Ty) € E(G) si

d(Tz,Ty) < ad(z,y) +bld(z,Tx) + d(y,Ty)];

(iii.) pentru orice (x,),cy sir de elemente din X, dacd x, — = §i (Tn,Tni1)

S
E(G) pentru orice n € N atunci exvista un subsir (zy,),cy U (Th,,T) €
E (G) pentrun € N.

Atunci T este PO.

Proof: Este evident ca T este un operator G-Ciri¢-Reich-Rus cu b = ¢ deci con-
cluzia rezultd din Teorema [3.3.1] d

Corolarul 3.3.2 (F. Bojor, [15]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G s1'T: X — X o Banach G-contractie. Presupunem ca:

(i.) G este slab T'—conex;
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(ii.) pentru orice (x,),cy sir de elemente din X, dacid x, —  §i (Tp,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exvista un subsir (zy,),cy U (Th,,T) €
E(G) pentrun € N.

Atunci T este PO.

Proof: Daca T este o Banach G—contractie cu constanta a € [0, 1) atunci 7" este

un operator G-Ciri¢-Reich-Rus cu constantele a = a,b = ¢ = 0 atunci din Corolarul

B:3.1} T este PO. O

Corolarul 3.3.3 (F. Bojor, [15]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G siT : X — X un operator G— Kannan. Presupunem ca:
(i.) G este slab T'—conex;
(ii.) pentru orice (x,),cy sir de elemente din X, dacid x, —  §i (Tn,Tny1) €
E(G) pentru orice n € N atunci exista un subsir (zy,),cy U (Th,,T) €

E (G) pentrun € N.
Atunci T este PO.

Proof: Daca T este un operator G—Kannan cu constanta « € [0,1) atunci T este

un operator G-Ciri¢-Reich-Rus cu constantele a = 0,0 = ¢ = a atunci din Corolarul

[3.3.1] T este PO.
]

Din Teorema [3.3.1, vom obtine urmatorul corolar referitor la operatorul de tip

Ciri¢-Reich-Rus in spatii metrice partial ordonate.

Corolarul 3.3.4 (F. Bojor, [15]). Fie (X, <) o multime partial ordonatd si d o metricd
pe X astfel incat spatiul metric (X,d) este complet. Fie T : X — X un operator

crescator care verifica relatiile:

(i.) existd numerele reale pozitive a,b > 0 cu a+ 2b < 1, astfel incat, pentru orice

r,y € X cux <y avem ca
d(Tz,Ty) < ad(z,y) + bld(z, Tx) + d(y,Ty)] .

(ii.) pentru orice x,y € X, elemente incomparabile din (X, <), existd z € X astfel
ncat v <z, y<zsiz< Tz
(iii.) daca un gir crescator (x,) converge la x in X, atunci x, < x pentru orice

n € N.
In aceste conditii T este PO.

Proof: Fie graful G cu V (G) = X, si

EG) ={(r,y) e X xX|z<y}.



4. TEOREME DE PUNCT FIX PENTRU (G, ¢) —-CONTRACTII 63

Deoarece T este crescator gi are loc (i.) ne rezulta ca T este un operator Ciri¢-Reich-
Rus. Din (ii.) graful G este slab T'—conex si conditia (iii.) implica conditia (ii.) din
Corolarul si aplicand acest corolar ne rezulta concluzia. ]

In ceea ce urmeaza vom demonstra ca teorema de punct fix pentru operatorii Ciric-
Reich-Rus ciclici demonstrata de [6] by Petric este o consecinta a Teoremei .

Teorema 3.3.2 (M. Petric, [6]). Fie Ay, A, ..., Ay, Aprr = Ay submultimi nevide st
inchise ale spatiului metric complet (X, d). Presupunem ca T : UP_jA; — UY_| A; este
un operator ciclic,si exista numerele pozitive a, b, c cu proprietatea a + b+ c < 1 astfel

incat pentru orice (z,y) € A; X Ajyq, cui € {1,2,...,p}, avem cd
d(Tx,Ty) < ad (z,y) + bd (z,Tx) + cd (y,Ty) .
Atunci T este PO.

Proof: Fie Y = U_| A; atunci (Y, d) este un spatiu metric complet.
Fie graful G cu V (G) =Y, si

E(G)={(x,y) €Y xY |Fie{1,2,..,p} astfel incat z € A;siy € Ai11}
Deoarece T este un operator ciclic vom obtine ca
(Tz,Ty) € E(G), pentruorice (z,y) € E(G)

si folosind ipoteza ne va rezulta ca T este un operator G-Ciri¢-Reich-Rus iar graful G
este T'—conex.

Fie (2,),cy un sir de elemente din X cu proprietatile x, — x si (2, Tny1) € £ (G)
pentru orice n € N. Atunci exista j € {1,2,...,n} astfel incit = € A;. Dar sirul
{z,} are o infinitate de termeni in fiecare multime A;, pentru orice i € {1,2,...,p}.
Subsirul sirului {z,} formati din termenii care se gasesc in A;_; verifica conditia (ii.)
din Teorema In concluzie T este PO. Pentru b = ¢ vom obtine Teorema 3.1 din
[6]. O

4. Teoreme de punct fix pentru (G, ¢) —contractii

Folosind aceiagi tehnica ca in sectiunile precedente vom introduce notiunea de
(G, ¢)-contractie si vom da conditii suficiente pentru ca o astfel de contratie sa fie
PO, condi

¢ tii care vor generaliza teoremele existente referitoare la ¢-contractii.

Definitia 3.4.1 (F. Bojor, [14]). Fie (X,d) un spaliu metric inzestrat cu un graf G.
Aplicatia T : X — X se numeste (G, p) — contraction daca:

1.Vo,ye X ((z,y) € E(G) = (Tx,Ty) € E(GQ)).
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2. exista o functie de comparatie p : R, — Ry astfel incat:
d(Tz,Ty) < ¢ (d(z,y))
pentru orice (x,y) € E (GQ).

Observatia 3.4.1. Dacd T este o (G, ) —contractie, atunciT este atd t (G, @) —contractie
cat si (é, gp) —contractie. Aceasta fiind o consecinta a simetriei distantei si a relatiei
1.

Exemplul 3.4.1. Orice p—-contractie este o (Gg, @) —contractie, unde graful G este
definit prin E (Gy) = X x X.

Exemplul 3.4.2. Orice G—-contractie este o (G, ) —contractie, unde functia de com-

paratie este ¢ : Ry — Ry, ¢ (t) = at.
Primul rezultat referitor la aceasta notiune este urmatorul:

Teorema 3.4.1 (F. Bojor, [14]). Fie (X, d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G si
T:X — X. Presupunem ca:

(i.) G este slab conex;
(ii.) existd xo € X astfel incat (xg,Txy) € E (@), iar sirul (T"xg), oy are propri-
etatea: exista k, ng € N astfel incat (Tk”xO,Tkmxo) ek (C:’) pentru orice
m,n € Nm,n = ng,
(1ii.)q T este orbital continuu
sau
(ii1.)y T este orbital G-continuu si existd un subsir (T™xo),cy ol sirului (T"xo),, ey
astfel incat (T™ xo,2*) € E(G) pentru orice k € N;
(iv.) exista o functie de comparatie p : Ry — Ry astfel incat T este o (G, p) —contractie;
(v.) metrica d este completa.

In aceste conditii T este PO.

Proof: Fie 2y € X astfel incat (zo,Tzo) € F (é’) Atunci, din Observatia |3.4.1|si

o simpla inductie vom obtine ca

(T”xo, T”on) €k (é) sid (T”xo, T”“xO) < ¢" (d(z9, Txg)) pentru orice n € N.
Deci lim d (T"zo, T"20) = 0 si din conditia (ii.) existd k,ng € N astfel incat
(Tk”xO,Tkmx()) ek ((N}) pentru orice m,n € N m,n > ny.

Deoarece d (T ko, T’“(”“)xo) — 0, pentru un € > 0 oarecare, vom putea alege un

N € N, N > ng astfel incat

d (Tk":co, Tk(”+1)xo) < & — @ (e) pentru orice n > N.
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Deoarece (T’mmo, Tk("“)xo) € E(G) vom avea ca pentru orice n > N
d (T g, TH 2 10) < d (T, TH V) + d (T Vg, THO )35
<e—p(E)+ ok (d (Tk”xo, Tk(”H)xO)) <e.
Deoarece (T’maso, T k(”+2)x0) € F (G) vom avea cd pentru orice n > N
d (Tk”:co, T’“("H)x()) <d (Tk":co, T’“("H)xo) +d (Tk(”“)xo, Tk(’”?’)xo)

<e—(e)+ ¢ (d (Tk”xo, Tk(”+2)x0)> <e.

Prin inductie vom obtine ca:
d (Tk"xo, Tk(”’Lm)xO) < g, pentru orice m € Ngi n > N.

Deci (Tk”a:())neN este un sir Cauchy in (X, d). Din conditia (v.) ne rezulta ca Tz —
x*, atunci cAnd n — oo. Deoarece d (T"xg, T" ' zo) — 0, vom avea c& T"xy — a7,
atunci cand n — oo.
Fie x € X arbitrar ales.
(1) Daca (x,x) € E (G), atunci (T"z, T"zo) € E(G), Yn € Nsidecid (T"x, T"xq) <
o (d(z,x0)), Yn € N . Trecand la limita cdnd n — oo vom obtine ca
T'x — x*.
(2) Daci (x,70) ¢ E(G), atunci, din conditia (i.), exista un drum (z;), in G de
la z¢ la z, adica, z) = = §i (v;_1,2;) € E (é’) pentru orice t = 1,..., M. O
simpld inductie ne arata ca (T"z;_1,T"x;) € E (C:’) pentru orice 1 = 1,..., M

si

M=

d(T"xo, T"z) < ) ¢" (d(zi1,2;))
=1

deci d (T"z, T"y) — 0 gi vom obtine ca T"z — z*.

In consecinta pentru orice x € X exista un unic x* € X astfel incat

lim T"z = x*
n—oo

Acum vom demonstra ca z* € Fp. Daca are loc conditia (7ii.), , atunci este
evident ca 2* € Fp, iar daca are loc conditia (iii.), atunci, deoarece (T™ ),y — ©*
si (T™xo,2*) € E(G) pentru orice k € N vom obtine din G-continuitatea orbitala a
luik T, ca T lxy — Tx* atunci cind k — oo. Deci 2* = Tx*. Daca avem Ty = y
pentru un y € X, atunci din demonstratia de mai sus, vom avea ca T"y — z*, adica

y = z*. In consecinti T este PO. U

Observatia 3.4.2 (F. Bojor, [14]). Teorema este o generalizare a Teoremei 3.3
din [46] (Vezi T. :

Proof: Definim graful G prin

V(G) =X E(G) ={(z,y) |z <y}
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Din conditia (i) a Teoremei ne rezulta ca graful G este slab conex. Conditi-
ile (#i) si (vi) sunt echivalente cu faptul ca f este o (G, ) —contractie. Conditiile
(#7i) si (iv) implica conditia (iz) din Teorema In consecinti aplicAnd Teorema
[3.4.1] ne va rezulta concluzia Teoremei [1.8.4] O

Daca imbunatatim proprietatile operatorului 7' vom putea sa renuntam la un-
ele proprietiti ale grafului G. In continuare vom considera ci ¢ este functie de
(¢) —comparatie.

In cele ce urmeazi vom demonstra ci covergenta sirului aproximatiilor succesive

ale unei (G, p) —contractie este strans legata de conectivitatea grafului G.

Teorema 3.4.2 (F. Bojor, [14]). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) G este slab conex;
(ii) pentru orice (G, p) —contractie T - X — X six,y € X date, sirurile (T"x),, .y
i (T"y),,en sunt echivalente Cauchy;

(7ii) pentru orice (G, ) —contractie T : X — X, card (Fr) < 1.

Proof: (i) = (ii): Fie T o (G, ¢) —contractie si ,y € X. Dn poteza, [r]5 = X,
deci y € [7]5. Atunci exista un drum (2L, in G de la = la y, adicd, 7g = x,2y =y
si(xi_y,2;) € FE (é) pentru orice ¢ = 1, ..., N. Se deomonstreaza ugor prin inductie ca
(T"z; 1, T"x;) € E (é) pentru orice i = 1, ..., N si

N
d(T"z, T"y) Zg@ (xiz1,x;))

i=1
deci d (T"z, T"y) — 0.
Analog, existd un drum (z)M, in G de la z la T, adici, 2 = z,2yy = T si

(zi—1,2) € E (G) pentru ¢ = 1, ..., M. Atunci vom avea ca:

M
d (T"x, T"“:B) <D™ (d (2521, 21))
Deci
) M oo
> d (T"x, T”+1x> =3 > 0" (d(zi—1,2)) <0
n=0 i=1 n=0
si un calcul simplu ne arata ca (T"z),, .y este un gir Cauchy la fel va fi si (T"y)

neN”
(it) = (dii): Fie T o (G, p) —contractie si x,y € Fp. Din (ii), (T7),cy 81 (T"Y)nen
sunt Cauchy echivalente ceea ce implica z = y.

(7i1) = (i): Presupunem contrariul cd G nu este slab conex, adica exista zo € X

astfel incat ambele multimi [2¢]5 si X\ [z]5 sunt nevide. Fie yo € X\ [z0]5 si definim
Tx =g daca x € [xg]y si To =yoif v € X\ [l

Este evident ca, Fr = {zg,y0}. Vom arata ca T este o (G, ) —contractie. Fie

(z,y) € E(G), atunci [z]5 = [y]g, deci ori x,y € [z]5, ori z,y € X\ [z]5. Si in ambele
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cazuri Tx = Ty, deci (Txz, Ty) € E(G) deoarece E(G) 2 A, si d(Tz,Ty) = 0 <
¢ (d(z,y)). Prin urmare T este o (G, ¢) —contractie care are doua puncte fixe, ceea ce

este In contradictie cu (7i7). O
O consecinta imediata a Teoremei [3.4.2] este:

Corolarul 3.4.1 (F. Bojor, [14]). Fie (X, d) un spatiu metric complet inzestrat cu un
graf G slab conex. Pentru orice (G, ) —contractie T : X — X, exista un unic x* € X

astfel incat lim T"x = x* pentru orice v € X.
n— oo

Urmatorul exemplu ne arata ca nu putem imbunatati Corolarul adaugand ca

x* este un punct fix a lui 7.

Exemplul 3.4.3 (F. Bojor, [14]). Fie multimea X := [0,1] inzestrata cu metrica

euclidianda. Definim graful G prin
E(G) ={(z,y) € (0,1] x (0,1] [z > y} U{(0,0),(0,1)}

Fie
T . 1
Tx:Z pentru x € (0,1], si TO:Z

FEste simplu de verificat ca G este slab conex gi T este o (G, ) —contractie cu

¢ (t) = L. Bvident, T"x — 0 pentru orice v € X, dar T nu are puncte.
Demonstrarea teoremelor de punct fix depind de urmatorul rezultat

Propozitia 3.4.1 (F. Bojor, [14]). Presupunem caT : X — X este o (G, @) —contractie

astfel incatpentru un xo € X, Txg € [x0]5. Fie CNT‘IO componenta lui G care-l contine pe

xo. Atunci [xo]g este invarianta in raport cu T si Tl este o (éxo, cp) — contractie.
G

Mai mult, daca x,y € [xo]g, atunci (T"x), o $i (T"x), ey sunt Cauchy echivalente.

G’

Proof: Fie z € [z9]5. Atunci exista un drum (z), in G de la zo la z, adici,
xy=xsi(vi_q,2;) €E (é) pentru orice ¢ = 1,..., N. Dar T este o (G, ¢) —contractie
deci (Tx;_1,Tx;) € E (é) pentru orice i = 1, ..., N, adica, (Tmi)fio este un drum 1in
G de la T'wg la Tw. Prn urmare Tx € [Two]g. Dar, din ipoteza, Ty € [z0]g5, ceea ce
implica, [Two]g = [20]5, prin urmare Tz € [r¢]5 adica [xo]5 este invarianta in raport
cul.

Fie (z,y) € E (ém), deci existd ((z;)1, in G de la x0 la y astfel incat =y, = .
Fie (yi)f\io un drum in G de la xo la Tzo. Repetand algoritmul din prima parte a
demonstratiei, ne va rezulta ca (yo, y1,...ynr, Tx1, Txs, ... Txx) este un drum in G dela
xg la Ty; in particular, (Taxy_1,Txy) € E (émo), deci (Tz,Ty) € E (éxo) Mai mult,

deoarece E (émo) CFE (é) si T este o (C?, <p) —contractie, va rezulta ca T‘[zo]~ este
G

0 (C:’IO, gp) —contractie. Din Teorema |3.4.2, rezulta ultima parte a concluziei deoarece

Gz este conex. O
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Teorema 3.4.3 (F. Bojor, [14]). Fie (X,d) un spatiu metric complet, si fie tripletul

(X,d, G) avand urmatoarea proprietate:
(3.117)

pentru orice sir (), de elemente din X, dacd x, — = §i (Ty,Tnq1) € E(G)
pentru orice n € N atunci existd un subsir (xy,),cny €t (Tk,,r) € E(GQ) pentru oricen € N.

FieT : X — X o (G,p)—contractie, si X0 = {x € X |(z,Tx) € E(G)}. Atunci
au loc urmatoarele relati.
(1) cardFr = card{[x]é |z € XT}.
(2) Fr #0 dacd si numai dacd Xt # .
(3) T are un unic punct fir dacd $i numai dacd existd xo € Xy astfel incit Xp C
[0l -
(4) Pentru orice v € Xp, T la] €ste PO.
(5) Daca Xp # 0 si G este slab conez, atunci T este PO.
(6) Daca X' :=U {[:B]a |z € G} atunci T |x este WPO.
(7) Daca T' C E (G), atunci T este WPO.

Proof: Vom incepe demonstratia cu (4) si (5). Fie v € X; atunci Tx € [7]5,
si din Propozitia , daca y € [z]g, atunci (T"z),cy §1 (T"Y),cn sSunt echivalente
Cauchy. Folosind faptul ca spatiul este complet, va rezulta ca (T"z), .y converge catre
un z* € X. Evident, i lim T"y = z*. Deoarece (z,T'z) € E(G), atunci prin inductie

vom avea ca
(3.118) (T"a;, T”“:U) € E(G), pentru orice n € N.

Din ipoteza, exista un subsir (T’“”x) o astfel incat (T kn g x*) € F (G) pentru orice
n

n € N. De aici si din (3.118)), ne va rezulta ca (x,Tm,T%, ...,Tklx,:v*) este un drum

in G (deci si in G) de la z la z*, adicd, z* € [z]g. Mai mult, deoarece T" este o

(G, p) —contractie vom avea ca
d (Tk”+1a:, Ta:*) <o (d (Tk":c, x*)) <d (Tk"x, x*)

pentru orice n € N. Deci, trecand la limita vom obtine ca x* = Tz*. In consecinta
T

w; estePO. Daca G este slab conex, atunci [z]z = X, deci T este PO.

Acum (6) este o simpla consecinta a lui (4). Pentru a demonstra (7) sa observam
ca T C E(G) inseamna ca Xy = X. Aceasta implica X’ = X, prin urmare T este
WPO conform lui (6).

Pentru a demonstra (1), consideram functia 7 definita prin
7 (z) = [7]5 forall z € Fix T.

Este suficient sa demonstram ca m este o bijectie de la Fp la Q2 = {[m]a‘ NS XT}.

Deoarece E(G) 2 A, va rezulta ca Fr C X7 relatie care implica 7 (FizT) C Q.
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Pe de alta parte, daca z € X , atunci din (4), 11_)111 T"x € [r]z N Fr care implica
n oo

T <7}g1£10 T”:v) € [$]5 Deci 7 este o surjectie de la Fr la €. Daca x1,x9 € Fr sunt

astfel incat 7 (z1) = 7 (v2), adica, [11]5 = [12]5 , atunci 25 € [21]5, deci din (4),

lim T, € [21]5 N Fr = {21},

adica , x9 = x1 deoarece T"xy = x. In consecinta, T" este injectiva gi (1) este demon-

strat. In final, si observam c& (2) si (3) sunt simple consecinte ale lui (1). O

Corolarul 3.4.2 (F. Bojor, [14]). Fie (X,d) un spatiuv metric complet e-inlanfuit

pentru un € > 0, adicda, pentru x,y € X date, exista N € N si un sir (xi)i]io astfel incat
xo=z,on =y §i d(x;_1,x;) < € pentru orice : =1, ..., N.

Fie T : X — X un operator si ¢ : R, — Ry o functie de (¢) —comparatie astfel incat

(3.119) Ve,y € X (d(z,y) <e=d(Tz,Ty) < p(d(z,y)))

Atunci T este PO.

Proof: Consideram graful G cu

V(G)=X,and E(G) ={(z,y) € X x X| d(z,y) <e}.

Atunci e-inlantuirea lui (X, d) inseamna ca G este conex. Daca (z,y) € E (G), atunci

d(Tz,Ty) < ¢ (d(z,y)) <d(z,y) <e

deci (Txz,Ty) € E (GQ), atunci T este o (G, ¢) —contractie.

Fie (x,,),cn un sir din X cu x, — x, atunci d (z,,2) < € pentru un n suficient de
mare, deci exista (zy, ), oy astfel incat (zx,,z) € £ (G).

In continuare vom demonstra ca Xr # ). Fie z € X. Din Teorema , (i) = (1)
ne rezulta ca sirul (1"x), . este un gir Cauchy, deci pentru ¢ > 0 din corolar exista

no € N astfel incat

d (T”+px,T"x> <e, Vn>=ng, VpeN

Deci pentru n := ng si p := 1 ne rezulta ca T™x € Xr.
Atunci din punctul 5. al Teoremei[3.4.3] T este PO.
O

In continuare vom demonstra ci teorema de punct fix pentru ¢ contratii ciclice
introdusa de Pacurar si Rus [49] este o consecinta a Teoremei [3.4.3] Vom prezenta si

demonstra o varianta putin modificata a acestei teoreme.
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Teorema 3.4.4 (Pacurar, Rus, [49)]). Fie (X, d) un spativ metric complet, Ay, As, ..., A, €
p

P (X),Y =U A;, ¢ : Ry = Ry o functie de (c)-compartie i T :Y — Y un opera-
i=1

p

tor. Presupunem ca |J A; este o reprezentare ciclica a lui'Y in raport cu T si T este
i=1

0 w—contractie ciclica, adica verifica relatia:

(3.120) d(Tz,Ty) < ¢ (d(2,y))

pentru oricex € A;, y € Ajpq,undel <@ < p st Ay = Ay Atunci T' are un unic
p
punct fiv z* € ( A; iar sirul Picard {T"z}, . converge la x* pentru orice valoare

=1
nitiala x € Y.

Proof: Consideram graful G astfel incat V (G) = X si
E<G> - {(C(],y) S X xX |ZE c Az§l Yy < Ai+17i = ]_, 7])}

Deoarece T este un operator ciclic avem ca daca (z,y) € F(G) atunci x € A; si
y € Ajyg deci T € Ajyq i Ty € Ao, prin urmare (T'z, Ty) € E (G)si folosind relatia
(3.120) ne rezulta ca T este o (G, ) —contractie. Din definirea muchiilor lui G avem
ca G este slab conex i Xp # ().

Fie (2,), oy un sir de elemente din X cu proprietatile x,, — x si (2, 2ny1) € £ (G)
pentru orice n € N. Atunci exista j € {1,2,...,n} astfel incit = € A;. Dar sirul
{x,} are o infinitate de termeni in fiecare multime A;, pentru orice i € {1,2,...,p}.
Subsirul sirului {z,} formati din termenii care se gasesc in A;_; verifica conditia
din Teorema [3.4.3] In concluzie T este PO. U

5. Teoreme de punct fix pentru operatori G-Bianchini

In aceasta sectiune, vom generaliza conditia de contractie introdusa de Bianchini

in [4] si implicit teorema de punct fix corespunzatoare.

Definitia 3.5.1 (F. Bojor, [18]). Fie (X,d) un spaliu metric inzestrat cu un graf G.

Operatorul T : X — X se numeste un operator G-Bianchini daca:

1. Pentru orice (z,y) € E(G) avem ca (Tz,Ty) € E(G).
2. exista a € [0,1) astfel incat:

d(Tx,Ty) < amax{d(z,Tx),d(y,Ty)}
pentru orice (z,y) € E(G).

Exemplul 3.5.1. Orice operator Bianchini este un operator Gy-Bianchini, unde graful
Gy este definit prin E (Gy) = X x X.

Exemplul 3.5.2 (F. Bojor, [18]). Fie X = {0, 1,2} inzestrat cu metrica euclidiand
dg. Operatorul T : X — X, Te =0, forx € {0,1} si Tz =1, forx = 2 este un
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operator G-Bianchini cu constanta a = %, unde G = {(0,1);(0,0);(1,1));(2,2)}, dar

27
nu este operator Bianchini deoarece d (T0,T2) =1 gi

mazx {d(0,70),d(2,72)} = max {0,1} =1

. Insa este simplu de observat cd iteratia Picard (T™x), ey converge la 0 pentru orice
reX.

Observatia 3.5.1. Daca T este un operator G-Bianchini, atunci T este atat operator

G~-Bianchini cat si operator G-Bianchini.
Notatie 3.5.1. Fie X o mullime nevida, G un graf cu proprietatea V (G) = X,
T : X — Xun operator si ng € N. Vom nota
Xpno o= {z € X ‘(T"%,T”(’“x) cE(G)}.
Lema 3.5.1 (F. Bojor, [18]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G si

T : X — X un operator G-Bianchini cu constanta a. Daca exista ng € N si x € X

astfel incat x € X3° atunci:
(3.121) d (T2, T"'z) < a""0d (Tm0w, T )
pentru orice n € Nyn > ny.

Proof: Fie x € X astfel incat (T"z, T™ 'z) € £ (é), atunci prin inductie, vom
obtine (T"x, T""'z) € £ (é) pentru orice n € N;n > ngy. Din Observatia|3.5.1 7" este
un operator G-Bianchini, deci din Definitia [3.5.1, vom obtine:

(3.122) d (T"0+1x, T”°+2x> < amax {d (T"OQ:, T”°+1x) ,d (T"OHI, T"°+2x)} )

Daca presupunem ca d (T™x, T x) < d (T™ g, T 2z) atunci folosind [3.122] vom
avea ca

d (Tn0+1x7 Tno+2$) < ad (Tno+1x7 Tno+2$)

care este o contradictie deoarece a € [0,1) si d (T, T 2g) £ (.
Prin urmare, d (T"x, T™ ' z) > d(T" "z, T 1) si folosind relatia [3.122] vom
obtine ca

d (T"OHx, T”°+2x) < ad (T”Ox, T”()“x) .

Aplicind metoda inductiei matematice vom obtine concluzia lemei. U

Lema 3.5.2 (F. Bojor, [18]). Fie (X,d) inzestrat cu un graf G si T : X — X un

operator G-Bianchini cu constanta a. Daca graful G este slab conex si

(3.123) U X = X

neN

atunci, pentru x,y € X fizate, ezxista r (x,y) = 0 si k (z,y) € N astfel incat

(3.124) d(T"z, T"y) < a" *@9r (2, y)
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pentru orice n € N* n > k(x,y).

Proof: Fie x,y € X.
Cazul 1. Daca (x,y) € E (é) atunci prin inductie, vom obtine ca (1T"x,T"y) €

E (G) pentru orice n € N, atunci din Definitia |3.5.1 vom avea:

d(T"z, T"y) < amax {d (T"‘lx, T"l‘) ,d (T"‘ly, T”y)} <a (d (T"_la:, T”:B) +d (T"‘ly, T”y))
Din Lema [3.5.1] atunci exista ng, ny € N astfel incat
d (T”_lx, T”x) < av g (T”Ox, T"°+1x)
si
d (Tn—ly’ Tny> < an—n1—1d (Tnly, Tn1+1y> .
Daca notam 7 (z,y) = d(T™z, T z) + d(T™y, T y) si k (v,y) = max {no,m}
atunci, (3.124]) este adevarata.

Cazul 2. Daca (z,y) ¢ E (é) atunci existd un drum (z;)~ in G de la z la y, adici,
rg=z,ony =y cu (x;_1,2;) € E (é) pentru 7 = 1,..., N. Din Observatia [3.5.1 T este

un operator G-Bianchini. Atunci din inegalitatea triunghiului, vom obtine:

N
d(T"z, T"y) < Z d(T" "z, T"x;)
i=1

< g: amax {d (Tn*l&?ifb Tn%'fl) d <T”’1xi, T”xl)}

=1

&

Il
—

<a [d (Tn_%_l’ T”:vi_1> +d (T”‘lxi, T":m)}

)

Folosind relatia (3.123]), pentru ¢ = 1, ..., N atunci exista n; € N astfel incat x; € Xpn;
deci din Lema B.5.7] avem ca:
(3.125) d (T”:Bi, T"Hxi) <a""d (T”i:v, T”i“:c)

pentru orice n € N,n > n;.

Deci este suficient sa notam
k(z,y) =max{n;|i=1,...N}

si
r(z,y) = Z [d (T”"*lxi,l, T”“lJrlxl-,l) +d (T"ixi, T”i“xi)}.

N
i=1

Principalul rezultat al acestei sectiuni este urmatoarea teorema.

Teorema 3.5.2 (F. Bojor, [18]). Fie (X,d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G i

T : X — X un operator G-Bianchini. Presupunem ca:

(i.) G este slab conex;
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(Zl) U XTn = X,'

neN
(iii.) pentru orice (vy,), oy din X, dacd T, — x §i (Tp, Tny1) € B (G’) pentru orice n €
N atunci existd un subsir (vy,),cn U (Tk,,v) € E (é) pentru orice n € N.

Atunci T este PO.

Proof: Fie z € X. Din Lema [3.5.2) exista r (z,Tx) > 0 si k(z,Tx) € N astfel

incat
(3.126) d(T"z, T"y) < a™ *@Tp (2 Tx)

pentru orice n € N* n > k (z,Tx). Deci

d (T”x, T"“’:c) < % 1 d (T””x, T””Hx)
p 1Z
< . a/”‘l”i*k(x,Ta:)r (JJ, TQ?)

i
o

(3.127)

s
Il
=)

n—k(z,Tx) I —a”
1—a
anfk(x,Tx)

S —F/—r(z, T
- r(z,Tx)

=a r(z,Tx)

pentru orice n € Nyn > k (x,Tz).

Deoarece 0 < a < 1, ne rezulta ca a™ — 0 (as n — 00), care impreuna cu ([3.127))
ne arata ca (1"x), .y este un sir Cauchy. Dar (X,d) este un spatiu metric complet,
prin urmare (7"x), . converge catre un z* € X.

Fie 2,y € X atunci (1T"z),, — =* si (T"y),5o — ¥*, atunci cdnd n — oc.

Din Lema m, pentru orice n € N*, n > k (x,y), vom obtine ca

(3.128) d(T"z, T"y) < a" *eVr (1, y)

Tercand la limita cAnd n — oo in ([3.128)), vom obtine ca d (z*,y*) < 0, deci z* = y* i

pentru orice x € X exista un unic x* astfel incat

lim T"x = z*.
n—oo

In continuare vom demonstra ci x* € Fp. Folosind conditia (i) existd ng € N

astfel incat

(170", T 2 ) € E(G)
deci girul (zp,),,cn, Tn 1= T"™0x* are proprietatile x, — 2* si (v, p41) € E (é) Din
(4ii.) ne rezulta ca exista un subsir (zy,),cy cu (Tk,,2") € £ (C:’) pentru orice n € N.

Atunci, pentru orice n € N, vom avea ca:
d(z*,T2") < d (a7, T ™) 4 d (Th ot g, Ta”)
<d (a:*, Tk”"o“x) + a - max {d (Tk“"‘)x*, Tk”Jr”OH:c*) ,d (xF, Tx*)}
<d (:E*, Tk"+”°+lx) +a [d (Tk”"%*, Tk"+”°+1x*> +d (z*, Ta:*)} .
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Deci
a

1
d(z*,Tx") < N

— ad (x*, Tk"Hx*) + 1

— ad (Tk"x*, Tk"ﬂx*) .

Trecand la limita cand n — oo, vom obtine ca:
d(z*,Tz*) =0< a2 =Tz, adica , " € Fr.

Daca avem Ty = y pentru un y € X, atunci din demonstratia de mai sus, vom avea

ca T™y — x*, deci y = * si prin urmare, 7" este PO. U

Exemplul urmator ne arata ca conditia (7ii.) este o conditie suficienta pentru ca un

operator G-Bianchini sa fie PO.

Exemplul 3.5.3 (F. Bojor, [18]). Fie X := [0,10] inzestrat cu metrica euclidiand
d(z,y) = |z —yl|, pentru orice x,y € X. Definim graful G prin

E(G) = {(z,y) € (0,10] x (0,10] [z >y } U {(0,0), (0,10)}

Fie
5

T:Ez% for xE(O,lO],andT0:§

FEste simplu de verificat ca (X, d) este un spatiu metric complet, G este slab conex

si T este un operator G-Bianchini cu constanta a = % Pentru orice x € (0,10] vom

avea cd (x,Tz) = (x, %) € E(G) deoarece x > £ deci (0,10] C Xpo si (T0,7%0) =

(%, g) € E(G) deci 0 € Xp1. In consecintd \J Xgn = X. Dar , T"z — 0 pentru orice
neN

x € X siT nu are puncte fize.

Urmatorul exemplu ne arata ca graful G trbuie sa fie slab conex pentru ca un

operator (G-Bianchini sa fie PO.

Exemplul 3.5.4 (F. Bojor, [18]). Fie X := [0,1] inzestrat cu metrica euclidiand
d(z,y) = |z —vy|, pentru orice x,y € X si

T:L':Z pentru z € (0,1],si 7T0=1
Definim graful G prin
V(G)=Xsi E(G)={(z,y) €[0,1)x[0,1) |z >y} U{(1,1)}.

Atunci (X, d) este un spatiu metric complet, G nu este slab conex deoarece nu existd
nici un drum in G de la 0 la 1, conditiile (ii) si (7i1) sunt adevarate siT este un operator
G-Bianchini cu constanta a = % Sirul T"x converge la 0 pentru orice v € X, dar T

nu are puncte fize.

Prima consecinta a teoremei de mai sus se refera la punctele fixe ale unui operator

Bianchini in spatii metrice partial ordonate.
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Corolarul 3.5.1 (F. Bojor, [18]). Fie (X,<) o multime partial ordonata d o metrica

pe X astfel incat spatiul metric (X,d) sa fie complet. Fie T : X — X un operator

crescator astfel incat urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1. Exista a € [0,1) astfel incat d(Tz,Ty) < a-max{d(z,Tx),d(y,Ty)} pentru orice
r,y € X cux <y;

2. Pentru orice x € X existd n, € N astfel incat Tm=x si T"x sunt elemente
comparabile in (X, <);

3. Daca un sir (v,) converge la x in X, atunci exista un subsir (vy,), oy CU Tp, < T

pentru orice n € N.

Atunci T este PO.
Proof: Consideram graful G definit prin V (G) = X, si
EG) ={(r,y) e X xX|z<y}.

Deoarece operatorul 7" este crescator si are loc (1), vom obtine ca T esteun operator
G—Bianchini. Conditiile (2) si (3) implica conditiile (i) respectiv (iii) din Teorema
[3.5.21 Concluzia rezulta acum din Teorema [3.5.2] O

In ceea ce urmeaza vom demonstra ca teorema de punct fix pentru operatori ciclici
Bianchini demonstrata in [6] by Petric este o consecinta a Teoremei [3.5.2]

Teorema 3.5.3 (M. Petric, [6]). Fie p < 2 si Ay, Ag, ..., Ay, Ay = Ay submulfimi
nevide gi inchise ale spatiului metric complet (X,d) si presupunem ca T : U_|A; —
UY_, A; este un operator ciclic pentru care exista a € [0,1) astfel incit pentru orice

pereche (x,y) € A; X Aipq, cui € {1,2,...,p}, avem ca
d(Txz,Ty) < a-max{d(z,Tz),d(y, Ty)}.
Atunci T este PO.

Proof: Fie Y = U_| A; atunci (Y, d) este un spatiu metric complet.
Consideram graful G cu V (G) =Y si

E(G)={(z,y) €Y xY|Tie{1,2,...,p} astfel incat v € A;siy € Ais1}
Deoarece T este operator ciclic
(Tx,Ty) € E (G), pentru orice (x,y) € E(G)

si folosind ipoteza T' este un operator G-Bianchini, graful G este conex si (z,Tx) €
E(G) pentru orice x € Y. Fie (7,),.y un sir din X cu proprietatile =, — z si
(Tp, Tny1) € FE(G) pentru orice n € N. Atunci exista j € {1,2,...,n} astfel incat
x € Aj. Conform definitiei grafului G, sirul {z,} are o infinitate de termeni in fiecare

multime A;, cui € {1,2,...,p}. Subsirul sirului {z,} format din acei termeni care se
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gisesc in A;_; verificd conditia (77i.) din Teorema [3.5.2, In concluzie operatorul 7T este
PO. g



CAPITOLUL 4

Cateva extinderi ale teoremelor de punct fix in

spatii metrice inzestrate cu un graf

In acest capitol vom extinde teoremele de punct fix din Capitolul 3 in cazul spatiilor
metrice G complete definind initial acest concept si la teoreme de tip Maia.
Contributiile autorului din acest capitol sunt: Definitia [4.1.2] Exemplul si

Teoremele [4.1.1]

1. Teoreme de punct fix in spatii metrice G-complete

In anul 1971 Ciri¢ [24] a extins teoremele de punct fix pentru operatorii contractivi

pentru spatii metrice care nu sunt complete si anume pentru spatiile orbital complete.

Definitia 4.1.1 (Ciri¢ [24]). Fie (X,d) un spativ metric si T : X — X un operator.
Spunem cd spatiu X este orbital complet daca orice sir Cauchy inclus in O (z,00) =

{z,Tx,T%z, ...}, pentru un x € X este convergent

Folosind acest concept mai multi autori au introdus gi au demonstrat teoreme de
punct fix [23], [24], [2], [63].

In cele ce urmeaza vom considera ca (X, d) este un spatiu metric inzestrat cu un
graf G cu proprietatile V (G) = X ¢i A = {(z,z) |z € X} C E(G) si vom generaliza

conceptul din definitia anterioara pentru astfel de spatii.

Definitia 4.1.2. Spunem ca spatiul metric (X, d) este G complet daca orice gir Cauchy

(#n),en CU proprictatea

(Tn, Tpp1) € E (é’) , pentru orice n € N
este convergent.
Se observa ca orice spatiu metric complet este un spatiu metric G complet pentru

orice graf GG dar reciproca este In general falsa dupa cum se poate vedea din exemplul

urmator.

Exemplul 4.1.1. Fie X = [0,00) N Q care este un spatiu metric in raport cu metrica

euclidianda. Definim graful G prin

V(G)=X §iE(G) = {(z,0) |z € X}
7
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Daca (xy), oy este un sir Cauchy cu proprietatea
(Tn, Tpy1) € E (é) , pentru orice n € N

atunci sirul (xy),cy are un subsir constant 0 deci este convergent la 0. Dar spatiu
metric X nu este complet deoarece sirul (ey), ey, definit prin e, = (1 + %)n nu este

convergent in X.
In continuare vom extide Teorema m [17] 1a spatii metrice G complete.

Teorema 4.1.1. Fie (X, d) un spatiu metric inzestrat cu un graf G astfel incat spatiul
(X,d) sa fie G complet. Dacd:

i. T : X = X este un operator G-Kannan cu constanta a;

1. graful G este slab T-conex;
din X, cu proprietatile v, — © §i (Tp,Tpy1) € E (G)

i, pentru orice $ir (Tn), ey

pentru orice n € N existd un subsir (vy,),cn cu (Tk,,7) € E (é) VneN.
Atunci T este PO.

Proof: Daca E (G-’> = X x X atunci operatorul 1" este un operator Kannan in sens
clasic si spatiul X este un spatiu metric complet, deci aplicand Teorema lui Kannan
ne rezulta ca T este PO.

Daca E (é) # X x X atunci exista cel putin o pereche (z,y) € X x X astfel
incat (z,y) ¢ E (é) Dar graful G este slab T-conex, prin urmare exista cel putin un
punct zg € X astfel incat (xg, Txg) € £ (é)

Prin inductie se demonstreaza ca (T"xq, T"xy) € E (é) , Vn € Nsi

(4.129) 4 (T, T g) < (1 ¢ ) d (o, Tzo) ¥ € N.

—a
Flosind relatia si faptul ca ;% € [0, 1) ne rezulta ca 7"z, este un sir Cauchy.
Dar (T"zo, T"'zy) € E (CNT') , Vn € N gi spatiul X este un spatiu metric G complet,
rezulta ca sirul T™xq este convergent, deci exista x* € X astfel incat T"xy — z*.

In acelasi mod ca la Teorema rezulta ca x* este un punct fix pentru 7" i pentru
orice x € X sirul 7"z este un gir Cauchy.

Fie x € X fixat. Din Lema rezulta ca exista r (z,x*) > 0 astfel incat

d(T"z, T"x") < ad (T”_lx, T"x) + ( >n r(z,x%) + ad (T”_lx*, T"x*)

1—a
pentru orice n € N*. Dar x* este un punct fix pentru operatorul 7', deci vom obtine ca

)nr (x,2").

Trecind la limita in relatia (4.130) rezulta ca lim d (T"z,2*) = 0, deci Jim 7"z = 2.

(4.130) d(T"z,x") < ad (T"x,T”_1$> + <1 ¢

—a

Prin urmare pentru orice x € X avem ca T"x — z* gi ™ este un punct fix a lui 7.
Daca T ar avea un alt punct fix y € X atunci li_>m T"y = z* de unde rezulta ca
n o

y = z*. In consecinti operatorul T este PO. ]
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In mod analog se pot demonstra teoreme de punct fix pentru operatori G-Zamfirescu,

G-Ciri¢-Reich-Rus, G-Bianchini in spatii metrice G-complete.

2. Teoreme de tip Maia pentru operatori G-Kannan

In [41] Maia a demonstrat urmitoarea teorema:

Teorema 4.2.1 (Maia, [41]). Fie X o multime nevidd, d si p doud metrice pe X gi

T : X — X un operator. Presupunem ca:

i. d(z,y) < pl(x,y), Vo,y € X;
it. (X,d) este un spatiu metric complet;
ii. T : (X,d) = (X,d) este continuu,
. T:(X,p) — (X, p) este o a contractie cu constanta a € [0,1);

Extinderea Teoremei lui Maia pentru operatori GG-Kannan pe spatii metrice inzes-

trate cu un graf este:

Teorema 4.2.2. Fie X o multime nevida inzestrata cu un graf G, d si p doud metrice

pe X st T : X — X un operator. Presupunem ca:

i. d(z,y) < p(x,y), Ve,y € X;

it. (X, d) este un spatiu metric complet;

ii. T: (X,d) = (X,d) este continuu,

. T:(X,p) = (X, p) este un operator G-Kannan cu constanta a € [O, %),
v. graful G este slab T'-conex.

Atunci T este PO.

Proof: Fie zp € X fixat. Din (iv.) si (v.) folosind aceleagi argumente ca in
demonstratia Teoremei va rezulta ca sirul (T"w),, oy este fundamental in (X, p).

Din (i.) rezulta ca girul (T"x), oy este fundamental si in (X,d). Dar din (ii.)
spatiul (X, d) este complet deci girul (T"x),,.y este convergent la un element z* € X.
Folosind (iii.) rezulta ca z* este un punct fix pentru operatorul 7'. Deci pentru orice
rg € X sirul (T"w),,cy converge la un punct fix a lui 7'.

Presupunem ca 7" are cel putin doua puncte fixe z* i y*.Din Lema [3.1.1| rezulta ca
exista r (z*,y*) > 0 astfel incat

d(T"z*, T"y") < ad (T"_lx*, T"m*> + <1ia>n r(z*,y") +ad (T"‘ly*, T”y*)
pentru orice n € N*. Dar z* gi y* sunt puncte fixe pentru operatorul 7', deci vom
obtine ca

a

1—a

(4.131) d(z*,y") < < >nr(x*7y*).
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Trecdnd la limita in relatia (4.131]) rezulta ca nh_)rrolod(x*, y*) = 0, deci z* = y*. Prin
urmare pentru orice x € X avem ca 1"z — z* si 2 este un punct fix a lui 7', deci T’
este PO. U

In mod analog se pot demonstra teoreme de punct fix de tip Maia pentru operatori
G-Zamfirescu, G-Cirié¢-Reich-Rus, G-Bianchini.
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