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Introducere

In teza de fatd ne propunem si facem un studiu sistematic si aprofundat al unor metode
iterative de aproximare a punctelor fixe pentru diverse clase de operatori de tip contractiv din
punctul de vedere al aplicatiilor acestora la procesarea imaginilor. Tema abordata vizeaza atat
aspecte teoretice legate de algoritmii iterativi cat si cateva aplicatii ale acestora la rezolvarea
problemei extragerii conturului imaginilor medicale.

Punctul de plecare in studiul metodelor iterative de aproximare a punctelor fixe ale unui
operator il constituie lucrarile lui E. Picard din 1890 legate de rezolvarea ecuatiilor diferentiale
si integrale. Abordarea lui Picard pornegte de la ideea transformarii echivalente a unei ecuatii
functionale de forma

(0.1) F(x)=0, reFE

intr-o problema de punct fix, si anume,

(0.2) =T, r el

Daca ecuatia (0.2]) are solutie, atunci cea mai naturala metoda de determinare a acesteia

este de a lua un punct oarecare zy € E si de a calcula xy = T'xg, o = Tzq, s.am.d.,
(0.3) Tpa1 = Ty, n > 0.

Obtinem astfel un sir {z,} C FE, care in anumite conditii satisfacute de spatiul E si de
operatorul 7', este convergent catre ¥ € E, care, pentru operatori continui, este un punct fix al

lui T, adica avem

T=1T7%,

ceea ce revine la faptul ca T este solutie a ecuatiei initiale .

Procesul iterativ poarta denumirea de metoda aproximatiilor succesive sau iteratie Pi-
card, In cinstea celui care a fost primul matematician care a aplicat sistematic aceasta metoda
la rezolvarea ecuatiilor functionale, iar xg se numegte aproximatie initiala. Fundamentele teh-
nicii folosite de Picard au fost sintetizate si formulate intr-o forma abstracta de catre Banach
in 1922 [5] si poartd denumirea de principiul contractiei al lui Banach.

Acest principiu a fost formulat initial in cadrul unui spatiu liniar normat complet - ceea
ce astazi poarta denumirea de spatiu Banach si, in formularea data de Caccioppolli, afirma in
esenta ca o contractie T': X — X definita pe un spatiu metric complet (X, d) are un punct

iii



iv INTRODUCERE

fix unic T € X care poate fi obtinut ca limita a iteratiei Picard , pentru orice aproximatie
initiala zo € X.

Principiul contractiei constituie punctul de pornire al teoriei metrice a punctului fix, dezvol-
tata In principal in cea de-a doua parte a secolului XX, gi are aplicatii importante in analiza
neliniara si In matematica computationala, la rezolvarea unui spectru foarte larg de ecuatii
liniare gi neliniare.

Cu toate aceste merite incontestabile, aria de cuprindere a principiului contractiei este
limitata de faptul ca orice contractie Banach, adica orice operator care satisface conditia

(0.4) d(Tx,Ty) <k-d(z,y), Va,y € X,

unde k este o constanta in (0, 1), este continuu pe X.

Kannan [45] a fost primul care a obtinut aceleasi concluzii ca si cele din teorema de punct
fix a lui Banach dar pentru operatori in general discontinui, directie de cercetare care a fost
dezvoltata de multi alti matematicieni. Daca coeficientul de contractie k£ din relatia este

1, adica operatorul T este neexpansiv:

(0.5) d(Tz, Ty) <d(z,y), Va,y € X

sau daca Inlocuim conditia de neexpansivitate cu o alta mai slaba, atunci concluziile din prin-
cipiul contractiei nu mai au loc, in general.
Aceasta inseamna, in primul rdnd, ca un operator de tip neexpansiv nu are intotdeauna

puncte fixe, adica ecuatia

r="Tx

nu are solutii, in general.

In al doilea rand, in oricare dintre situatiile prezentate mai sus, iteratia Picard nu
este convergenta sau, chiar daca este convergenta, limita acesteia, Z, nu este In mod necesar un
punct fix al operatorului 7.

Acest lucru a dat un avant deosebit studiului existentei punctelor fixe pentru operatori de
tip neexpansiv si, totodata, metodelor iterative de aproximare a punctelor fixe pentru aceste
clase de operatori.

Rezultatele acestor cercetari, localizate in principal in anii 60 ai secolului trecut, au aratat
ca, pentru a asigura existenta punctelor fixe pentru operatori de tip neexpansiv avem nevoie
ca spatiul X sa aiba proprietati geometrice speciale.

Cel mai important rezultat In aceasta directie, pentru operatori neexpansivi, a fost obtinut,
independent, in contexte diferite si cu demonstratii esential diferite, de trei matematicieni:
Browder [13], Ghode [35] si Kirk [50]. Acest rezultat fundamental afirma ca un operator
neexpansiv care invariaza o multime nevida, inchisa, marginita si convexa a unui spatiu Banach
uniform convex are cel putin un punct fix.

Totusi, in aceste conditii, nu se poate spune nimic despre modul in care s-ar putea determina

un punct fix al unui operator neexpansiv.
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Aceasta problema a generat o teorie extrem de bogata in rezultate referitoare la metodele
iterative de aproximare a punctelor fixe. Cateva dintre metodele dezvoltate in contextul unui

spatiu normat real (E, | - ||) sunt urmatoarele:

e Iteratia Krasnoselskij ([7]): definita de sirul {z,} -, dat de zy € E si
(0.6) Tp1=1 =Nz, +NTx,, n=0,1,2,...,

unde T : E — F o aplicatie, 2o € E i A € (0,1).
e Iteratia Mann, cu punctul initial zy € E, este sirul {z,}, ., definit prin:

(0.7) Tpi1 = (1 —ay)zn +a,Tx,, n=0,1,2,...

unde {a,},-, C [0,1] indeplineste anumite conditii.
o [teratia Ishikawa este definta prin zy € X si

(0.8) Tpr1 = (1 —ap) xy +a, T[(1—=0,) 20 + b, T2, ,n=0,1,2,...

unde {a,} ~, si {bn} —, C [0,1] indeplinesc anumite conditii.

Pe de alta parte, foarte multe clase de operatori Inruditi cu operatorii neexpansivi s-au
impus In acest domeniu de cercetare, in principal din cererile venite dinspre aplicatiile meto-
delor iterative si apoi din dezvoltarea interna a teoriei punctelor fixe pentru operatorii de tip
neexpansiv.

Dintre aceste clase de operatori mentionam:

operatorii quasineexpansivi;

operatorii pseudocontractivi;

- operatorii ferm neexpansivi

- punctual asimptotic quasineexpansivi

pentru care exista o literatura foarte bogata, sintetizata in monografiile [7], [19], [17] etc.

Foarte recent, profesorul Ioan A. Rus [73] a initiat un studiu unificator al metodelor ite-
rative de aproximare a punctelor fixe de tipul Krasnoselskij, Mann, Ishikawa, prin intermediul
conceptului de perturbare admisibila a unui operator.

Prima parte a tezei are ca scop studiul unor metode iterative de tip Krasnoselskij, Mann si
Ishikawa in spiritul lucrarilor [7] si [73].

Primul capitol contine o trecere in revista a principalelor elemente teoretice folosite in
lucrare. Mai precis, se prezinta definitiile pentru diverse clase de operatori cum ar fi operatorii
demicontractivi, asimptotic demicontractivi, pseudo-contractivi, si teoria legata de perturbarea
admisibila a unui operator. De asemenea sunt amintite notiuni fundamentale din programarea
combinatoriala, se amintesc principalii algoritmi metaeuristici inspirati din natura si, in special,
caracteristicile algoritmilor inspirati din modelul coloniei de furnici.

Urmatoarele capitole prezinta in detaliu activitatea stiintifica si rezultatele originale ale
autoarei tezei. Capitolul al doilea (care reflecta continutul articolelor [81], [82], [83] si [84])

este dedicat studiului operatorilor demicontractivi gi asimptotic demicontractivi carora li s-a
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aplicat o perturbare admisibila. Este data o teorema de convergenta slaba si este rezolvata o
problema de inegalitati variationale exprimate in termenii perturbarii admisibile a unui operator
generalizat pseudocontractiv.

Capitolul trei, care are la baza lucrarile [66] si [86], leaga perturbarile admisibile ale unui
operator demicontractiv de algoritmii de detectare a conturului unei imagini medicale, algoritmi
care au la baza modelul coloniei de furnici.

Algoritmii care mimeaza comportamentul furnicilor reale la gasirea celui mai scurt drum
dintre adapost si hrana folosind ca informatie o urma de substanta chimica, numita feromon,
depozitata de alte furnici, au fost aplicati cu succes la rezolvarea mai multor probleme de

optimizare. Acegti algoritmi fac parte din metaeuristica Ant Colony Optimization (ACO).

Noutate in utilizarea operatorilor: Perturbarile admisibile ale operatorului demicon-
tractiv sunt folosite la construirea euristicii cerute in algoritmul AC'O pentru extragerea con-
turului a patru imagini medicale. Rezultatele obtinute folosind perturbarile admisibile sunt
expuse 1n acest capitol, si sunt comparate cu rezultate obtinute cu alti operatori. Compara-
rile au aratat ca perturbarile admisibile ale operatorului demicontractiv cercetat au generat
rezultate bune la determinarea conturului imaginilor de test.

Capitolul patru este dedicat strategiilor inovative in procesarea imaginilor folosind colonii
de furnici sensibile. Acest capitol reflecta rezultatele teoretice din lucrarea [66], si rezultatele
practice din articolele [86] si [87]. Sensibilitatea furnicilor din ACO este cuantificata de vecto-
rul Pheromone Sensitivity Level (PSL). Folosirea PSL impreuna cu perturbarile admisibile si
operatorii din capitolul [3] a dus la generarea unor rezultate practice mult imbunatatite fata de
cele obtinute in capitolul . In acest capitol sunt prezentate compariri intre rezultatele obti-
nute cu gi fara folosirea vectorului PSL. De asemenea, sunt prezentate contururile imaginilor

medicale obtinute prin segmentare imaginii originale.

Rezultatele originale continute in lucrarea de fata

e Am enuntat si demonstrat Teorema [2.2.2.80] gi Teorema [2.2.2.84] in care se stabilegte
convergenta slaba a girului generat de perturbarea admisibila a unui operator demi-
contractiv la un punct fix al operatorului demicontractiv.

e Am enuntat Corolarul si Corolarul referitoare la convergenta sirului
generat de iteratia Krasnoselskij a perturbarii admisibile a unui operator demicontrac-
tiv definit intr-un spatiu Hilbert.

e Am enuntat si demonstrat Lema [2.2.3.90] referitoare la marginirea sirului generat de
perturbarea admisibila a unui operator L - Lipschitzian definit intr-un spatiu normat.

e Am enuntat i demonstrat Teorema [2.2.3.91] referitoare la convergenta tare a pertur-
barii admisibile a operatorilor asimptotic demicontractivi.

e Am enuntat si demonstrat Teorema[2.2.4.103]si Teorema [2.2.4.104 referitoare la solutia
unei probleme de inegalitati variationale.

e Am enuntat gi demonstrat Teorema [2.2.5.112] care privegte convergenta slaba a per-
turbarii admisibile aplicate compunerii unui operator nonspreading cu operatori ferm

neexpansivi.
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e Am construit operatorul G prin aplicarea perturbarii admisibile Krasnoselskij aplicatiei
T din exemplul 2.2.2.79]

e Am propus operatorul denumit KH-operator ce poate fi folosit ca functie test
pentru construirea valorii euristicii din algoritmul AC'O-edge detection.

e Am construit operatorul GG prin aplicarea perturbarii admisibile ”x” aplicatiei T" din
exemplul 2.2.2.79

e Am construit operatorul denumit y-operator ce poate fi folosit ca functie test
pentru construirea valorii euristicii din algoritmul AC'O-edge detection.

e Am propus algoritmul Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HMIP-
SAM) specific pentru imagistica medicala.

e Am detectat conturul imaginilor medicale folosind HMIP-SAM.

e Am implementat sensibilitatea furnicilor in algoritmul ACO pentru extragerea contu-
rului imaginilor medicale.

e Am utilizat furnicile sensibile la concentratia de feromoni.

e Am propus segmentarea imaginilor Tnainte de detectarea conturului pentru ca apoi
contururile obtinute sa ofere o acuratete mai mare a conturului extras.

e Am implementat segmentarea imaginilor Tnainte de extragerea conturului.
Participari la conferinte:

e CODECAMP Baia Mare, 17 Noiembrie 2018;

e CODECAMP Baia Mare, 22 Aprilie 2017,

e INNOVATIVE IDEAS IN SCIENCE, 2" and 3" November, 2017, Banja Luka, "Fi-
xed point approximation for asimptotic pseudocontractive mappings using admisible
perturbation operator”,

e SYNASC 2016, September 24-27, 2016, Timigoara, Roméania, The 18th International
Symposium on Symbolic and Numerical Algorithms for Scientific Computing, Work-
shop on Iterative Approximation of Fixed Points, "Iterative approximations of asymp-
totically demicontractive mappings defined as admissible perturbations”;

e 5th Minisymposium of Fixed Point Theory and Applications (ICAM10), Baia Mare, 1-
7 June 2014, "Admissibe Perturbation for a Family of Firmly Nonexpansive Mappings
and a Nonspreading Mapping";

e 9th International Conference on Applied Mathematics. Dedicated to Professor Eme-
ritus Constantin Corduneanu on the occasion of his 85th birthday, 25-28 September
2013, Baia Mare;

e 4th International Conference on Applied Mathematics. Baia Mare-Suior, 23-26 sep-

tembrie 2004 - comitetul de organizare.

Diseminarea rezultelor originale continute in lucrarea de fata

Cele mai multe dintre rezultatele prezentate in teza au fost publicate in urmatoarele articole:

e Ticala, C., Zelina, 1., Pintea C.M., Admissible Perturbation of Demicontractive Ope-
rators within Ant Algorithms for Medical Images Edge Detection, Mathematics 2020,
8, 1040. (revista ISI, IF=1.747 (2019), zona rosie)
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CAPITOLUL 1

Preliminarii teoretice

1.1. Notiuni fundamentale in teoria punctului fix. Metode iterative de

aproximare a punctelor fixe

Fie X o multime nevida si T': X — X o aplicatie. Spunem ca x € X este un punct fix al
lui 7" daca

T(x)==x

si notam prin Fr sau Fiz (T') multimea tuturor punctelor fixe ale aplicatiei 7', adica

Fix(T)={z€ X |T(z) =x}.

EXEMPLUL 1.1.1.1. Dacd X =R gi T(z) = 2® + T2 + 9, atunci Fiz(T) = {-3}.

x? — x, atunci Fiz(T) = {0,2}.

EXEMPLUL 1.1.1.3. Daca X =R st T'(x

()
ExeEmMpLUL 1.1.1.2. Daca X =R i T(x)
(x) =247, atunci Fix(T) = 0.

)

EXEMPLUL 1.1.1.4. Daca X =R si T(x) = x, atunci Fiz(T) = R.

Fie X o multime oarecare i T': X — X o aplicatie. Pentru orice z € X dat, definim 7" (x)
inductiv prin: 7°(z) =z ¢i 7" = T(T"(z)), n > 0.

Numim 7" (n > 1) iteratia de ordin n a lui T gi T"(x) a n-a iteratie a lui  prin 7.

Pentru a simplifica notatiile vom scrie in continuare Tz in loc de T'(x).

Pentru orice xy € X, sirul {z,},,-, definit prin

(1.9) Ty =T, 1, n € N*.

se numeste sirul aproximatiilor succesive cu valoarea initiala xy. Este de asemenea cunoscut si
sub numele de iteratia Picard cu valoarea initiala xy. Evident x, = Tz, = T"xy.
Pentru o aplicatie data, T': X — X, au loc urmatoarele proprietati:
(1) Fix(T) C Fiz(T"), pentru V n € N*;
(2) Daca 3 n € N* pentru care Fiz(T") = {z}, atunci Fiz(T) = {z}.
Reciproca afirmatiei (2) nu este in general adevarata dupa cum se arata gi in urmatorul

exemplu:

EXEMPLUL 1.1.1.5. Fie operatorul T : {1,2,3} — {1,2,3}, definit prin T(1) =3, T'(2) =2
st T(3) = 1. Atunci Fr2 = {1,2,3} dar Fiz(T) = {2}.



2 1. PRELIMINARITI TEORETICE

Cercetarile din domeniul teoriei punctului fix se indreapta spre gasirea conditiilor ce trebuie
impuse asupra structurii multimii X, cu care trebuie inzestrata aceasta cat gi inspre proprietatile
pe care trebuie sa le aiba operatorul 7' : X — X, pentru a putea obtine rezultate in ceea ce
priveste existenta si unicitatea punctelor fixe, depedenta de date a punctelor fixe si de modul
de determinare a punctelor fixe.

Multimile X implicate in teoremele de punct fix fac parte dintr-o varietate larga de structuri
cum ar fi: latice, spatii metrice, spatii liniar topologice etc. Pentru a le prezenta pe cele mai

importante, vom avea nevoie de cateva notiuni fundamentale din analiza functionala.

1.1.1. Spatii metrice

Fie X o multime nevida.

DEFINITIA 1.1.1.6. O aplicatie d : X x X — [0,+00) se numeste metrici sau distantd pe
X daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(d1) d(z,y) =0 < x =y (azioma separarii punctelor)

(d2) d(y,x) = d(x,y) pentru orice x,y € X (simetria)

(d3) d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) pentru orice x,y,z € X (inegalitatea triunghiului).

O multime X inzestrata cu o metrica d se numegte spativ metric i se noteaza (X, d).

ExempLUL 1.1.1.7. Pentru X = R, d(z,y) = |v —y|, Va,y € R, unde |- | reprezintd
valoarea absoluta, este o metrica pe R.

1
EXEMPLUL 1.1.1.8. Fie X =R", d(z,y) = (Z (x; — yZ)Q) 2, pentru orice x = (1, Tay ..., Tp),
i=1

v = (y1,Y2,--.,Yn) € R" este 0 metrica pe R" numita metrica euclidiand.

3

ExeMPLUL 1.1.1.9. Fie X =R", d(x,y) = X |z; —vi|, =,y € R" este o metrica pe R".
i=1

EXEMPLUL 1.1.1.10. Fie X = {f : [a,b] — R|f este continud pe|a,b]}.
Definim d : X x X — R, prin

d(f.9) = max | (z) = g(@)], pentru orice f,g € X
z€la,

d este o metrica pe X, numita metrica Cebyshev. Spatiul metric (X,d) astfel definit se noteaza
de obicei prin C'[a,b].

Fie {z,}7°, un sir intr-un spatiu metric (X, d).

DEFINITIA 1.1.1.11. Spunem ca sirul {z,}>2, este convergent citre a € X dacd, pentru
orice € > 0, existd ng = ng(e) astfel incit d (z,,a) < & pentru orice n € N,n > nyg.

DEFINITIA 1.1.1.12. Spunem ca {x,}>2, este sir fundamental sau Cauchy dacd, pentru orice
e > 0, existd ng = ng(e) astfel incit d (z,, nnyp) < €, oricare ar fin € N,n > ng si orice p € N*.

DEFINITIA 1.1.1.13. Un spativ metric X se numeste complet daca orice sir Cauchy in X
este convergent.
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Fie (X, d) un spatiu metric.

DEFINITIA 1.1.1.14. O aplicatie T : X — X se numeste aplicatie Lipschitz (sau L-Lipschitz)
daca ezista L > 0 astfel incat d (Tx, Ty) < L-d(x,y), pentru orice v,y € X.

DEFINITIA 1.1.1.15. O aplicatie T : X — X se numeste (strict) contractie (sau a-contractie)
daca T este a-Lipschitz cu a € [0,1). Constanta a se numeste coeficient de contractie.

DEFINITIA 1.1.1.16. O aplicatie T : X — X se numeste aplicatie neexpansiva daca T este
1-Lipschitz.

DEFINITIA 1.1.1.17. O aplicatie T : X — X se numeste aplicatie contractiva dacd d (T'z, Ty)
d(x,y), pentru orice x,y € X, x # y.

DEFINITIA 1.1.1.18. O aplicatie T : X — X se numeste izometrie daca d (Tx,Ty) = d(x,y)

pentru orice x,y € X.

ExempLUL 1.1.1.19. Aplicatia T :R - R, T (x) = % +6, © € R, este o strict contractie i

Fiz(T) = {9}.

1
ExXEMPLUL 1.1.1.20. Aplicatia T : [%,2] — [%, 2}, T (xz) = —, este 4-Lipschitz cu Fix(T) =
x

1.
ExempLUL 1.1.1.21. Aplicatia T : R — R, T (z) = x + 2, este izometrie.
Urmatoarea teorema este fundamentala in teoria punctului fix.

TeEOREMA 1.1.1.22 (PRINCIPIUL CONTRACTIEI). Fie (X,d) un spatiu metric complet
siT: X — X o contractie. Atunci T are un unic punct fix p, Tp = p, iar girul {T"x}, v € X,
are limita p, adica

T" (x) — p (cdnd n — oc0), pentru orice x € X.
Una dintre cele mai importante metode de extindere a Teoremei ((1.1.1.22)) consta in Inlo-
cuirea conditiei ca T" sa fie contractie cu o conditie similara, dar mai slaba, si anume

d(Tx,Ty) < @ (d(z,y), z,y € X,

unde ¢ : Ry — R, este o anumita functie de comparatie care pastreaza anumite proprietati
ale functiei ¢ (t) = at, Vt >0 (0 <a < 1).

DEFINITIA 1.1.1.23 ([74]). Un operator T : X — X se numeste operator slab Picard -
Weakly Picard Operator (WPO) daca sirul {T"x}, . este convergent, ¥V x € X, iar limita sa

(care poate depinde de x) este un punct fix al operatorului T.
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1.1.2. Spatii normate
Fie £ = (V, K, +, ) un spatiu vectorial real (complex), adica avem K = R sau K = C.
DEFINITIA 1.1.1.24. O norma pe E este o aplicatie || - || : E x E — Ry cu urmatoarele
proprietati:
(nl) ||z]| =0 <= z =0, elementul nul al spativlui E;

(n2) |[Ax|| = |A| - ||z||, pentru orice x € E si orice scalar X;
(n3) ||z 4+ yl| < ||zl + |lyll, pentru orice z,y € E (inegalitatea triunghiului).

Perechea (E, || -||) se numeste spatiu normat.

OBSERVATIA 1.1.1.25. Dacd || - || este o norma pe spatiul liniar E, atunci aplicatia
d: ExE— R data de

(1.10) d(wy) = |z —yll, v € B
este o metrica (distantd) pe E.

DEFINITIA 1.1.1.26. Un spatiu normat (E,|| - ||) care este spativ metric complet in raport
cu metrica indusa de norma se numeste spativ Banach.

EXEMPLUL 1.1.1.27. Ezemplele date in sectiunea Spatii metrice sunt spatic normate si dis-
tantele prezentate in acele exemple sunt normele corespunzatoare obtinute prin considerarea

aplicatiei definite prin (1.10)).

DEFINITIA 1.1.1.28 ([7]). Un spatiu Banach (E, || -||), se numeste uniform convex dacd
pentru orice € > 0 dat, existd 6 > 0 astfel incit pentru orice x,y € E cu ||z|| <1, |yl| < 1 si

1
|z —y|| > e implica §\|a:+yH <1-59.

1
n 3
EXEMPLUL 1.1.1.29. Fie E = R". Consideram norma euclidiand ||z| = (Z xf) , unde
i=1
r = (x1,29,...,2,) € R". Multimea E inzestrata cu norma euclidiand este spatiu Banach

uniform convexz.

EXEMPLUL 1.1.1.30. Fie Mulfimea E = R" gi norma ||x|| = i |z;| nu este spatiu Banach
i=1

uniform convez.

DEFINITIA 1.1.1.31. O submultime C a unui spatiu vectorial (E, | -||) se numeste convezxd
daca pentru orice pereche de puncte x,y € C segmentul inchis cu capetele in x, respectiv vy,
adica multimea {\x + (1 — ANy : XA € [0,1]}, este continutd in C.

DEFINITIA 1.1.1.32. O submultime C' a unui spativ normat real se numeste marginita
daca ezista M > 0 astfel incdt ||| < M pentru orice x € C.

TEOREMA 1.1.1.33. Fie C o submultime inchisa, marginitd si convexd a unui spatiu Banach
uniform convexr si T : C'— C' o aplicatie neexpansiva. Atunci T are un punct fix, adica exista
p € C astfel incat T (p) = p.
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DEFINITIA 1.1.1.34 ([80]). Un spatiu normat liniar (E,| - ||) se numeste strict convex
dacd pentru z,y € E cu ||z|| = |ly|| = 1 egalitatea || (1 — X\)x + Ay|| = 1, unde X € (0,1), are

loc daca si numai daca x = y.

OBSERVATIA 1.1.1.35. Fie (E,| - ||) un spativ Banach real. Spatiul E* al tuturor functio-

nalelor liniare continue pe E,
E*={f: E — E|f — functionala liniara}

se numeste spatiul dual al lui E. Pentru f € E* si x € E valoarea lui f in punctul x se noteaza

cu (f,x) si se numeste relatie de dualitate.

OBSERVATIA 1.1.1.36. Spatiul dual E* este spatiu Banach in raport cu norma

[f1ls = sup{(f, ) - [J=f] <1},

notata de obicei cu || - ||.

OBSERVATIA 1.1.1.37. Spatiul dual al lui E* este E** numit spatiul bidual al lui E. Cum
i general B C E**, se spune ca E este reflexiv daca E = E**.

OBSERVATIA 1.1.1.38. Un spatiu Banach uniform convex este si strict convex si reflexiv.
Conceptele de uniform convexitate si strict convexitate sunt echivalente pentru spatii finit di-

mensionale, deoarece bilele in astfel de spatii sunt compacte.
DEFINITIA 1.1.1.39. Fie E* spatiul dual al unui spativ Banach real E. Aplicatia multivoca
J: E — P (E") definita prin:

Jr=A{f e E": (f2) = |zl - [IF]l; [l = 111}

se numeste aplicatia de dualitate normalizata a lui E.

OBSERVATIA 1.1.1.40. Este binecunoscut faptul ca daca E* este strict convex, atunci Jx

este univoca. In consecintda, vom nota cu jx aceasta valoare.

EXEmMPLUL 1.1.1.41. Spatiul

L (R) = {:1: = )y CRIS J2af? < oo}

n=1

inzestrat cu norma

3=

Jall = (Z |x|p) zel,

n=1

este spatiu Banach pentru orice p > 1.

EXEMPLUL 1.1.1.42. Spatiul L, al tuturor functiilor p-integrabile este un spatiu Banach,

pentru orice p > 1, in raport cu norma corespunzatoare (Y se inlocuieste cu integrala).

Intr-un spatiu Banach FE, in afara de convergenta tare, definita cu ajutorul normei, vom

considera si notiunea de convergenta slaba, corespunzatoare topologiei slabe in E.
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DEFINITIA 1.1.1.43. Sirul {z,} -, C E este tare convergent la a dacd si numai dacd
|z, — a|| = 0, cind n — oo.

Convergenta tare se noteaza de obicei prin x,, — a (n — 00).
DEFINITIA 1.1.1.44. Spunem cd {x,},-, C E converge slab la a dacd pentru orice f € E*
avem

(f,xn) — (f,a), cand n — oc.
Convergenta slaba o vom nota cu x,, = a (n — 00).

OBSERVATIA 1.1.1.45. In spatiile L, convergenta slaba a unui sir impreuna cu convergenta

normelor (||z,| — ||a||) implica convergenta tare a lui {x,}, ., catre a.
o0 A

OBSERVATIA 1.1.1.46. Orice sir slab convergent {x,} _, intr-un spativ Banach este mar-

ginit. In plus, dacd z, — a, atunci ||a|| < liminf ||z,

DEFINITIA 1.1.1.47. Fie E un spatiu Banach real oarecare. Un operator T cu domeniul
D (T) si codomeniul R(T) in E se numeste pseudo-contractiv [14] dacd pentru orice x,y €
D (T) exista j (v —y) € J (x —y) astfel incat

(Jla-y),I-T)r—-U-T)y) > 0;

unde J este aplicatia de dualitate normalizata.

DEFINITIA 1.1.1.48. Fie E un spatiu Banach real oarecare. O aplicatie T cu domeniul D (T')
st codomeniul R(T) in E se numeste tare pseudocontractie daca exista k > 0 astfel incat pentru
orice x,y € D(T) exista j (x —y) € J (v — y) astfel incat

(Jle—y), =Tz —(I-T)y) > kllz—yl*

unde J este aplicatia de dualitate normalizata.

OBSERVATIA 1.1.1.49. Conceptul de operator pseudocontractiv poate fi definit echivalent
dupa cum urmeaza:

(i) T este tare pseudocontractiv dacd exista t > 1 astfel incdt, pentru orice x,y € D (T') si
r > 0, are loc urmatoarea inegalitate:

e =yl <[[(1+7)(z+y) —rt(Tz—1tY)|[;

(ii) T este pseudocontractiv daca t = 1 in inegalitatea precedentd.

TEOREMA 1.1.1.50 ([93]). Fie numarul real ¢ > 1 si E un spativ Banach real. Atunci E

este q-uniform neted daca st numai daca exista constanta c, > 0 astfel incat

(1.11) [+ yll* <Nzl|" + ¢ G (@), 9) +collyll?, Vo,ye E
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LemA 1.1.1.51 ([76]). Fie {a,} si {b,} siruri de numere reale nenegative pentru care are
loc inegalitatea

an+1<an+bm n >0
Daca > b, < oo gi {a,} are un subgir care converge la 0, atunci le a, =0
n=0 n—o0
1.1.3. Spatii Hilbert

Spatiile Hilbert sunt cele mai importante exemple de spatii Banach uniform convexe ce pot

fi folosite In modul cel mai natural ca ambient pentru numeroase proceduri iterative de punct

fix.

DEFINITIA 1.1.1.52. Fie H un spatiu vectorial real. Produsul scalar este o functionala
) Hx H— R ce indeplineste urmatoarele cerinte:

(
(pl) (x,x) > 0 pentru orice x € H gi (x,x) = 0 dacd gi numai daca v = 0, vectorul nul din H;
(p2) (x,y) = (y,x) pentru orice x,y € H;

(

p3) (azx + by, z) = a(x,z) + b (y, z), pentru orice x,y,z € H si a,b € R.

(S

DEFINITIA 1.1.1.53. Fie (-,-) un produs scalar definit pe H. Atunci functia v — (x,x)
este o norma pe H, norma care se numeste norma indusa de produsul scalar.

DEFINITIA 1.1.1.54. Perechea (H,{-,-)) se numeste spaliu prehilbertian.

DEFINITIA 1.1.1.55. Un spatiu prehilbertian care este complet in raport cu metrica cores-
punzatoare normei indusa de produsul scalar se numeste spatiu Hilbert.

OBSERVATIA 1.1.1.56. Orice spatiu Hilbert este un spatiu Banach uniform convez.
OBSERVATIA 1.1.1.57. Este cunoscut cd in spatiile prehilbertiene are loc relatia
(1.12) lz+yl* = ll2l” + llylI* + 2 (z, ).
OBSERVATIA 1.1.1.58. Intr-un spatiu prehilbertian, H , avem (a se vedea, de evemplu, [55])
(1.13) 1Az + (1= NylI* = Al + (1 = Myl = A0 = Nz - yl*
pentru¥Y x,y € H siV A € R.
DEFINITIA 1.1.1.59 ([7]). Intr-un spativ Hilbert H, o pseudocontractie T : H — H este o

aplicatie ce indeplineste conditia

[Tz —Ty|* < lz —yl|* + |(Tz = Ty) — (x —y) ||*, 2,y H

echivalenta cu

(Te =Ty, —y) < |z —y|* & (I-T)z—(I~T)y,x—y) >0

DEFINITIA 1.1.1.60 ([7]). Un operator T se numeste strict (tare) pseudocontractiv pe C
daca ezista o constanta k > 1 astfel incat

|7 — Tyl < llz — ylI? + k|| (I = T) & — (I = T) |2, Var,y € C.
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1.1.4. L-spatii

Fie X o multime nevida gi f : X — X un operator. Notam prin /(f) multimea tuturor
submultimilor invariante ale lui f, si anume I(f) ={Y C X|f(Y) C Y'}.[62]

Cu Af(z*), notam bazinul de atractie a lui f in raport cu z* € X, unde Af(z*) =
{z € X|f"(z) — ¥, cAnd n — +o0}.

DEFINITIA 1.1.1.61 ( [62]). Fie X o multime nevidd. Se noteazd cu s(X) multimea
{(xn)neN |z, € X,n € N} st fie ¢(X) C s(X) o submultime a lui s(X). Fie Lim : ¢(X) — X
un operator. Atunci tripletul (X, c(X), Lim) se numeste L - spafiu (Fréchet [24]) daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

(i) Dacd x, =, pentru orice n € N atunci (vy,),cy € c(X)
(ii) Dacd (zn)nen € c(X) si Lim(zn)nen = T atunci pentru toate subsirurile (Ty,),cy ale sirului

(Zn)nen avem (Ty,,);cn € c(X) si Lim (2p,);ey = -

OBSERVATIA 1.1.1.62. Prin definitie, un element al multimii ¢(X) este gir convergent,
r = Lim(x,)nen este limita sirului i scriem x, — = cind n — +o0o. Un L- spatiu se
noteaza cu (X, —).

Fie X o multime nevida si Y C X o submultime nevida a multimii X.

DEFINITIA 1.1.1.63 (Notiunea de retractie, [41]). O aplicatic p : X — Y se numeste
retractie a multimii X pe Y dacd si numai daca ply = ly, adicd p(x) =z, Ve €Y.

Daca X are o anumita structura, aplicatia p trebuie sa fie compatibila cu acea structura.
De exemplu, o retractie a unui spatiu topologic se presupune ca este continua.

DEFINITIA 1.1.1.64 ([41]). Fie H un spatiu Hilbert, K C H, o submultime nevida, convexd
si inchisa a lui H. Fie P: H — K o aplicatie data prin P(u) = w, unde w € K, astfel incat

(114) Ju=wl =d=inf Juo]

Atunci aplicatia P se numeste proiectie metrica a spatiului H pe K.

1.2. Perturbarea admisibila a unui operator
DEFINITIA 1.1.2.65 ([73]). Fie X o multime nevida si G : X x X — X un operator cu
proprietatile:
(A1) G (z,x) = z,Vz € X;
(A2) z,y € X,G (z,y) = x implica y = x,
Fie f: X — X un operator. Atunci operatorul fg: X — X definit prin

fo () = G (z, f(x)).

se numeste perturbarea admisibila a lui f corespunzatoare operatorului G.
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Se observa ca
Fiz(fe) = Fiz(f) = {z € X|f (z) = z}.
In general

Fiz(f2) # Fie(f"), n > 2.

EXEMPLUL 1.1.2.66 ([73]). Fie (V,4,R) un spatiu vectorial, X C V o submultime convezd,
o constanta A € (0,1), un operator f: X — X si G: X x X — X definit prin:

(1.15) G(z,y)=(1-Nzxz+ Xy

Atunci fq este o perturbare admisibila a lui f. Vom numi fg perturbarea Krasnoselskij a
lui f.

ExeEmMpPLUL 1.1.2.67 ([73]). Fie (V,+,-,R) un spatiu vectorial, X C V o submullime con-
vexd, si operatorii x : X x X — (0,1), f: X = X si G: X x X — X definita prin

(1.16) G(z,y) =1 —-x(zy)z+x(,9)y
Atunci fo este o perturbare admisibila a lui f.

DEFINITIA 1.1.2.68 ([9]). Fie G : X x X — X wun operator perturbare admisibild pe un
spatiu normat X . Operatorul G se numeste afin Lipschitzian daca existd o constantd p € [0, 1]

astfel incat

(L17) G (21, 91) = G (22, 92) || < (21 = 22) + (1= p) (1 = w2) |, Voer, 22,91, 92 € X,

1.3. Operatori iterativi in termenii perturbarii admisibile
Fie (X, —) un L-spatiu si operatorii f: X - X §i G,G,,: X x X - X, neN

ExeEMPLUL 1.1.3.69 (Algoritmul GK, ([73])). Consideram algoritmul iterativ

29 € X, Tpy1 = G(xy, f(zn)),n €N

Prin definitie, acest proces iterativ este convergent dacd si numai dacd
x, — 2" (x9) € Fiz(f), cdnd n — oo, pentru orice zg € X.

Se observa cd x, = & (xg). Asadar, acest algoritm este convergent dacd si numai dacd fg
este WPO. Daca fo este WPO si o perturbare admisibila a lui f, atunci

F¥: X — Fiz(f)

este retractie de mulfime.
Aceste algoritm se numeste algoritmul Krasnoselskij corespunzator lui G sau algoritmul GK.
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ExeEmMpPLUL 1.1.3.70 (Algoritmul GM). Consideram metoda iterativd
ZTo € Xaxn—i—l = fGn (xn) NUAS N

Presupunem ca fq, este o perturbatie admisibila a lui f pentru orice n € N si ca

Ty — 2" (1) € Fiz(f), cdnd n — oo, pentru orice xg € X.

In conditiile de mai sus, consideram operatorul f& : X — Fix(f), definit prin f& = x* (x).
Se observa ca f& : X — Fix(f) este o retractie de multime. Numim aceasta metodd

iterativa algoritmul Mann corespunzator lui G = (Gy),,en sau algoritmul GM.

1.4. Notiuni fundamentale in programarea combinatorica in procesarea imaginilor

In matematica aplicati si informatica teoreticd, optimizarea combinatoriali este un subiect
care consta in alegerea unui obiect optim dintre obiectele unei multimi finite de obiecte. [75]
In multe dintre aceste probleme ciutarea exhaustivd nu este fezabild, se poate folosi in cazul
problemelor de optimizare a caror multime de solutii este discreta sau poate fi redusa la o mul-
time discreta. Dintre problemele remarcabile care implica optimizarea combinatoriala amintim
problema comis - voiajorului Travelling Salesman Problem (TSP), problema arborelui partial
de cost minim: Minimum Spanning Tree problem (MST).

Optimizarea combinatorica este o ramura a optimizarii matematice care este legata, la
randul ei de cercetarea operationala, teoria algoritmilor, si teoria complexitatii computationale.
Are importante aplicatii In domenii precum inteligenta artificiala, automatizari, matematica,
teoria licitatiilor, inginerie software.

In unele articole de specialitate se considera ca optimizarea discrets (combinatoriali) este
compusa atat din programarea liniara cat si din probleme de optimizare. Programarea liniara
consta in determinarea valorii maxime sau minime a unei functii liniare in care variabila de
optimizare este supusa unor restrictii. O problema de programare liniara este o problema care
necesita minimizarea unei functii care are o expresie liniara in prezenta unor restrictii liniare
(Dantzig [25]). O problema de optimizare are caracter combinatorial daca fiecare variabila
poate lua independent un numar de valori numerice apriori cunoscute ca de exemplu valori
intregi nenegative, inferioare unui prag dat, sau numai valorile 0 sau 1. [31]

Programarea combinatoriala implica determinarea unui mod eficient de alocare a resurselor
folosite pentru gasirea solutiilor unor probleme matematice.

Exista o cantitate impresionanta de literatura care trateaza algoritmii cu timp de executie
polinomial pentru clase speciale a optimizarii discrete, majoritatea fiind unificati de progra-
marea liniara. Unele exemple de optimizare combinatoriala, care se incadreaza in aceasta
categorie, sunt cele legate de gasirea celor mai scurte drumuri sau a arborilor minimi de aco-
perire, probleme legate de matroizi (structuri care abstractizeaza si generalizeaza notiunea de
independenta liniara in spatii vectoriale) sau in problemele de "matching'.

In teoria complexitatii computationale, Nondeterministic Polynomial (NP) este o clasa de

complexitate folosita pentru clasificarea problemelor de decizie. NP este multimea problemelor
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de decizie, pentru care toate exemplele de probleme la care raspunsul este "da", au demonstratii
verificabile in timp polinomial ([77]).

Pentru problemele de optimizare discreta NP-complete literatura de specialitate include
urmatoarele teme:

(1) cazuri speciale de probleme cum ar fi cele cu parametru fix (fixed parameter tractable);

(2) algoritmi care functioneaza bine pe instante aleatoare (problema comis - voiajorului);

(3) algoritmi pentru aproximare care au timp de executie polinomial gi care gasesc o solutie
"apropiata” de cea optima;

(4) rezolvarea de probleme din lumea reala care apar in practica gi care nu au in mod necesar
cel mai defavorabil comportment precum in problemele NP-complete (complexa problema a
comis - voiajorului cu numar de zeci de mii de noduri).

Problemele de optimizare combinatoriala pot fi vazute sub forma problemelor care cauta
cel mai "potrivit” element dintr-o multime discreta; de aceea, in principiu, ar trebui ca orice
algoritm de sortare sau metaeuristica sa poata fi folosit pentru a le rezolva. Totusi algoritmii
generici de sortare nu garanteaza nici o solutie optima gi nu au timp de executie polinomial.

Problemele de optimizare sunt importante atat din punct de vedere practic cat si stiintific.
Exemple de probleme practice in care se poate aplica optimizarea sunt: orarul trenurilor,
crearea orarelor, optimizarea configuratiilor, designul retelelor de telecomunicatie sau probleme
din biologia computationala. Comunitatea stiintifica a simplificat multe din aceste probleme
pentru a obtine probleme de test aga cum este problema comis - voiajorului Travelling Salesman
Problem (TSP). TSP modeleaza problema comis - voiajorului care trebuie sa viziteze un anumit
numar de orage. Scopul sau este sa viziteze fiecare orag parcurgdnd o distanta minima. Un alt
exemplu este problema inlantuirii proteinelor, ea fiind una dintre cele mai dificile probleme din
biologia computationala, biologia moleculara, biochimie si fizica. Ea consta in gasirea formei
functionale sau conformatia unei proteine intr-un spatiu bi- sau tri-dimensional. Algoritmii
completi garanteaza pentru orice instanta finita a unei probleme de optimizare combinatoriala
gasirea unei solutii intr-o perioada limitata de timp. Totusi, pentru problemele care sunt NP-
dificile nu exista algoritmi care sa gaseasca solutia in timp polinomial. De aceea, metodele
complete de rezolvare au nevoie de algoritmi cu timp de executie polinomial in cazul cel mai
defavorabil. Aceasta duce la timpi de executie prea mari pentru a putea fi pusi in practica.
Prin urmare, s-au dezvoltat metode de aproximare, In care se sacrifica garantia gasirii unei
solutii optime pentru a gasi o solutie buna dar reducand semnificativ timpul de executie al
algoritmului. Aproximarea colonie de furnici este una dintre metodele de aproximare cele mai
recente.

Optimizarea cu ajutorul coloniei de furnici este o tehnica introdusa la Inceputul anilor
1990. Sursa de inspiratie a fost comportamentul manifestat de colonia de furnici in procesul de
cautare a hranei. La baza acestui comportament sta comunicarea indirecta dintre furnici, prin
intermediul traseului de feromoni, care le permite sa gaseasca drumuri mai scurte intre colonie
si sursele de hrana. Acest comportament este exploatat de furnicile artificiale in cautarea de
solutii pentru problemele de optimizare discreta sau pentru cele de optimizare continua, si

pentru solutii la probleme importante de telecomunicatii cum ar fi rutarea.



12 1. PRELIMINARITI TEORETICE

1.5. Programare combinatoriala. Procesarea imaginilor

O problema de optimizare (adica o functie de mai multe variabile care trebuie maximizata
sau minimizata cu satisfacerea unui set finit de restrictii) are caracter combinatorial daca fiecare
variabila poate lua independent un numar de valori numerice apriori cunoscute de exemplu:
valori intregi, nenegative inferioare unui prag dat sau numai valori 0 sau 1. Analiza noastra se
va restrange la acele probleme cuantificabile matematic prin datele amintite: functia obiectiv,
variabilele, restrictiile, valori permise variabilelor, deoarece clasa de probleme combinatoriale
este cu mult mai larga. Caracteristica unei probleme combinatoriale este ca numarul combina-
tiilor posibile de valori este finit. Aceste combinatii se numesc solutii ale problemei si multimea
lor se va nota cu 2.

Combinatiile care, in plus, satisfac restrictiile problemei, si ele in numar finit, se vor numi
solutii admisibile gi multimea lor se va nota cu A. Cu aceste notatii, o problema combina-
toriala se formalizeaza astfel: data fiind o functie definita pentru toate elementele din €2 sa se
determine z* € A cu proprietatea: f(z*) = max{f(z):x € A}. La prima vedere o problema
de programare liniara este o problema combinatoriala deoarece solutia sa optima se poate gasi
inspectand doar multimea A care este finita. Exista totusi o mare deosebire: o solutie de baza
nu poate fi construita prin acordarea de valori variabilelor intrucat, din start, plaja de valori
admisibile este infinitd. In notatiile de mai sus, A poate fi socotitd finitd, insd multimea w a
combinatiilor posibile de valori date variabilelor este R,, care este infinit. Sansa de a da peste
un element din A considerdnd o combinatie de valori sau alta este practic nula.

Metaeuristici

Metaeuristica reprezinta un ansamblu de concepte algoritmice (building box) care permit
definirea unor metode euristice ce pot fi aplicate mai multor tipuri de probleme; este un ca-
dru general de rezolvare a problemelor care poate fi adaptat ugor pentru diferite probleme
particulare.

Metaeuristicile inspirate de natura sunt ideile de rezolvare ale problemelor preluate din
modul in care se desfagoara anumite procese in natura.

Modele de metaeuristici inspirate din natura:

e Swarm Intelligence - comportamentul inteligent al multimilor.

e Ant Colony Optimization (ACO) - Modelul coloniei de furnici [27]. In ACO o colonie
de agenti relativ simpli, numiti furnici, rezolva sarcini complexe cum ar fi optimizarea
si controlul resurselor. Furnicile actioneaza conform cu o schema de decizie secventiala,
in care furnicile construiesc si evalueaza adaptiv o metoda de decizie stocastica. Asa
cum Dorigo, Bonabeau i Theraulaz arata in lucrarea lor [12], comunicarea stigmergica
intre furnici este cea mai importanta caracteristica a acestui algoritm. Stigmergia este
o paradigma definita prin comunicarea indirecta si asincrona mijlocita de mediu.

e Particle Swarm Optimization (PSO) - Modelul ansamblului de particule (sau a stolului
de pasari) este o metoda computationala de rezolvare a unei probleme de optimizare
incercand iterativ sa iImbunatateasca solutiile candidat, numite de aici inainte candi-

dati, si mutand particulele in spatiul de cautare folosind o formula matematica simpla
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care influenteaza atat pozitia cat si viteza particulelor. Fiecare mutare a fiecarei parti-
cule este influentata de cea mai buna pozitie a particulei cunoscuta pana la momentul
mutarii gi este ghidata spre cele mai bune pozitii cunoscute in spatiul de cautare, care
sunt actualizate ca fiind cele mai bune pozitii de catre celelalte particule. Aceasta
tehnica trebuie sa miste ansamblul spre cea mai buna solutie globala [48].

e Artificial Bee Optimization (ACO) - Modelul roiului de albine. ABC ca tehnica de
optimizare, furnizeaza o procedura de cautare bazata pe o populatie compusa din
indivizi numiti pozitii ale hranei. Aceste pozitii sunt modificate de albine artificiale
care actioneaza intr-un interval de timp. Scopul albinelor este sa descopere pozitii
ale surselor de hrand si, la final, pozitia cu cea mai mare cantitate de hrani. In
ABC, albinele artificiale zboara 1n spatiul de cautare. Albinele cu functie de angajate
si supraveghere aleg sursele de hrana pe baza experientei lor si a celor din jur si
isi ajusteaza pozitia. Albinele cercetage zboara aleator si aleg sursele fara a folosi
experienta. Daca sursa de hrana este mai mare decat cea anterioara, din memoria lor,
ele memoreaza noua pozitie si o uita pe cea anterioara. Astfel, ABC combina metodele
de cautare locala, efectuata de albinele angajate si albinele cu functie de supraveghere,
cu metode de cautare globala de care se ocupa albinele cu functie de supraveghere si

albinele cercetage, incercand sa echilibreze procesele de cautare si exploatare. [46]

1.6. Modelul coloniei de furnici

Sursa de inspiratie este comportarea furnicilor in procesele de

(1) Cautare a hranei este echivalenta cu rezolvarea unei probleme de optimizare, si anume:
identificarea drumului optim intre hrana si cuib;

(2) Organizare a coloniei in rezolvarea unei probleme de grupare a datelor: separarea
hranei de corpurile furnicilor moarte sau a larvelor dupa dimensiuni sau gruparea

furnicilor apartinand unor specii diferite.
Elemente cheie:

(1) Comunicarea indirecta prin intermediul unor substante chimice numite feromoni. Acest
proces de comunicare este denumit stigmergie;
(2) Stabilirea similaritatii dintre furnici pe baza mirosului (o furnica recunoagte daca o

alta furnica face parte din acelasi cuib sau nu).

1.6.1. Metaeuristica Ant Colony Optimization (ACO)

O furnica artificiala este o procedura constructiva stocastica a carei scop este crearea incre-
mentala a solutiei unei probleme, prin adaugarea unor componente potrivite ale solutiei la o
solutie partiala care trebuie construita. De aceea, metaeuristica ACO poate fi aplicata oricarei
probleme de optimizare pentru care se poate defini o euristica constructiva [27].

Totusi, ACO nu se poate aplica rezolvarii oricarei probleme de programare combinatoriala,
aplicarea se poate face doar daca problema considerata se poate modela astfel incat furnicile

artificiale sa poata construi solutia.
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In ceea ce urmeazd vom da o caracterizare formald a reprezentirii problemelor pe care
furnicile o pot folosi.

Fie problema de minimizare (S, f,)), unde S este setul de solutii candidat ale problemei, f
este functia obiectiv care asociaza o valoare obiectiv (un cost) f(s,t) fiecarei solutii s € S, iar
Q(t) este un set de restrictii. Parametrul ¢ indica faptul ca functia obiectiv, respectiv restrictiile
pot depinde de timp.

Scopul este de a gasi o solutie fezabila global optima s*, adica o solutie fezabila de cost
minim la o problema de minimizare.

O problema de optimizare combinatoriala (S, f, {2) este modelata pentru probleme care sunt

caracterizate de urmatorii itemi:

e Se da o multime finita de componente C' = {c1,ca, ...,cn. }, unde N este numarul

componentelor.

e Starile, =, ale problemei sunt definite sub forma unor sgiruri de lungime finita
r = (¢, ¢, ..., Ch, ...) de elemente din C. Multimea tuturor starilor posibile se no-
teazd cu X. Lungimea unei secvente z este notata cu |z|. Lungimea maxima a unui

sir este marginita de o constanta pozitiva n < 4-o00.
e Multimea solutiilor candidat S este o submultime a lui X, (adica S C X).

e O multime de stiri fezabile X C X, definite prin intermediul unui test dependent de
problemé. Testul verifici dac& nu este imposibil s& se completeze un sir, z € X intr-o
solutie care satisface restrictiile din €.

e O multime nevidd S* de solutii optime, cu S* C X si S* C S.

e Un cost g(s,t) este asociat fiecarei solutii candidat s € S. In cele mai multe cazuri
g(s,t) = f(s,t), Vs € S, unde S C S este multimea solutiilor candidat fezabile,
obtinute din S aplicdnd restrictiile din Q(¢).

e In unele cazuri un cost sau o estimare a unui cost, J(x,t) poate fi asociat cu alte

stari decat solutiile candidat. Daca starea x; poate fi obtinuta prin adaugarea de

componente ale unei solutii la o stare z;, atunci J(x;,t) < J(x;,t). Se observa ca
J(z,t) = g(s,1).

Fiind data aceasta formulare furnicile artificiale construiesc solutii prin parcurgerea de dru-
muri aleatoare prin graful Go = (C, L) ale carui noduri sunt elemente din C' care impreuna cu
multimea de muchii L formeaza un graf complet. Elementele multimii L se numesc "legaturi”.

Restrictiile problemei €2(¢) sunt implementate in metoda de rezolvare aplicata de catre
furnici. Alegerea de a implementa restrictiile In metoda furnicilor artificiale permite un anumit
grad de flexibilitate in construirea solutiei. In functie de problema care trebuie rezolvati poate
fi mai rezonabil sa se impuna restrictiile mai aspru, sa le permita furnicilor sa construiasca
doar solutii fezabile; sau mai lejer, caz in care furnicile pot alege si solutii care nu sunt fezabile
(adica solutiile candidat din S\ S vor fi penalizate mai mult cu cat gradul lor de fezabilitate

este mai mic).
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1.6.2. Comportamentul furnicilor

Dupa cum am spus, in algoritmii AC'O furnici artificiale sunt proceduri constructive stocas-
tice care construiesc solutii migcdndu-se int-un graf complet G = (C, L). Restrictiile problemei
Q(t) sunt continute in metoda euristica de rezolvare a furnicilor. Pentru cele mai multe pro-
bleme furnicile construiesc solutii fezabile. Totusi, In unele cazuri poate fi necesar sau benefic
sa se accepte si solutii care nu sunt fezabile. Componentele ¢; € C si legaturile [;; € L pot avea
asociat un traseu de feromoni, T (7; daca este asociat cu componentele si 7;; daca este asociat cu
legaturile), si o valoare a euristiciin (n;, respectiv 7;;). Traseul de feromoni inglobeaza memoria
pe termen lung a procesului de ciutare, si este actualizat de citre furnici. In contrast, valoarea
euristicii, deseori numita (informatie euristica) reprezinta informatia apriori despre instantele
problemei sau informatii despre executia programului provenite din alte surse decat furnicile.
In multe cazuri valoarea n reprezinti costurile, sau o estimare a costurilor, suplimentare care se
adauga odata cu adaugarea unei componente a sau unei legaturi la solutia care se construieste.
Aceste valori sunt folosite de catre regula euristica a furnicilor pentru a lua decizii, conform
unei probabilitati de tranzitie, despre cum sa se miste prin graf.

Mai exact, fiecare furnica k are urmatoarele proprietati:

e Exploateaza graful Go = (C, L) cautand solutii optime s* € S.
e Are memorie M¥ pe care o poate folosi pentru a stoca traseul urmat. Memoria poate

fi folosita (1) pentru a construi solutii fezabile; (2) pentru a calcula valorile euristicii

n; (3) pentru evaluarea solutiei gasite gi (4) pentru a reface traseul in ordine inversa.

e Are o stare initiald 2* si una sau mai multe conditii de terminare e*. De obicei starea
initiala este exprimata prin girul vid sau printr-un gir care are un singur element.

e Cand se gaseste in starea x, = (x,_1,7), daca nu se indeplinegte nici o conditie de
terminare, furnica se muta intr-un nod j din vecinatatea nodului (componentei) i,
N*(z,), adicd intr-o stare (z,,7) € X. Daca se indeplineste cel putin o conditie de
oprire €*, atunci furnica se opreste. Atunci cand o furnica construieste o solutie, ea nu
poate face mutari astfel incat sa ajunga in stari care nu sunt fezabile, In majoritatea
algoritmilor; interzicerea se face prin memoria furnicii sau prin valori potrivite ale
euristicii 7.

e Selecteaza o mutare prin aplicarea unei probabilitati de tranzitie. Probabilitatea de
tranzitie depinde de: (1) traseul de feromoni local si valoarea euristicii; (2) de memoria
privata a furnicii si starea curenta a furnicii; si (3) de restrictiile problemei.

e Cand se adduga o componenta c; la starea curenta, furnica poate actualiza traseul de

feromoni 7 asociat cu starea adaugata sau legatura corespunzatoare.

e Odata ce o solutie este construita, furnica poate reface traseul in ordine inversa si

actualiza traseul de feromoni al componentelor folosite.

Este important de observat ca furnicile actioneaza simultan si independent si ca, desi fiecare

furnica este suficient de complexa incat sa poata gasi o solutie (nu foarte buna) a problemei
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considerate, solutiile bune pot aparea In urma interactiunii tuturor furnicilor din colonie. In-
teractiunea este obtinuta prin comunicare indirecta mediata de informatia pe care furnicile o
scriu sau o citesc din variabile, stocand astfel valori ale traseelor de feromoni.

In acest fel, se obtine un proces de invitare distribuit in care furnicile, individual, nu se
adapteaza, dar, adapteaza iterativ felul in care problema este prezentata si este perceputa de

catre alte furnici.

1.6.3. Descrierea informala a ACO

Informal, ACO poate fi vazut ca fiind interactiunea dintre trei proceduri ConstructAntsSo-

lutions, UpdatePheromones, and DaemonActions [27].

procedure ACOMetaheuristic
ScheduleA ctivities
ConstructAntsSolutions
UpdatePheromones
DaemonActions % optional
end-ScheduleActivities
end-procedure

Ficura 1. [27]Pseudocodul metaeuristicii ACO. Procedura DaemonActions
este optionala gi se refera la actiuni centralizate.

ConstructAntsSolutions dirijeaza o colonie de furnici care viziteaza concomitent si asincron
stari adiacente ale problemei considerate mutandu-se in vecinatati ale nodurilor din graful Ge.
Furnicile se muta folosind o politica de decizie locala gi stocastica folosind informatiile de pe
traseul de feromoni si ale euristicii. In acest fel, furnicile construiesc solutii ale problemei de
optimizare. Odata ce o furnica a construit o solutie, sau pe parcursul construirii ei, furnica
evalueaza solutia (partiala) care va fi folosita de procedura UpdatePheromones, procedura care
va decide ce cantitate de feromon va fi depozitata pe traseu.

UpdatePheromones este un proces prin care traseul de feromoni este modificat. Valorile
traseului pot atat sa creasca cat sa si scada. Valorile cresc atunci cand furnicile depoziteaza
feromoni gi scad datorita fenomenului de evaporare al feromonului. Practic, acumularea de
feromoni (pe componente sau conexiuni) cregte probabilitatea ca acele componente / conexiuni,
care au produs o solutie buna, sa fie folosite si de alte furnici. Pe de alta parte, evaporarea
feromonului implementeaza o forma folositoare de witare, fenomen care permite evitarea unei
convergente rapide a algoritmului spre o regiune suboptima, si astfel, se permite si explorarea
unor zone noi ale spatiului de cautare.

Procedura DaemonActions este folosita pentru a implementa actiuni centralizate, care nu

pot fi efectuate de o singura furnica. Exemple de procese daemon pot fi procedura de optimizare
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locala, sau colectarea globala de informatii care pot fi folosite pentru a decide daca este folositor
sau nu sa se actualizeze suplimentar traseul de feromoni.

Figura [I] include descrierea metaeuristicii ACO in pseudocod. Procedura principald a me-
taeuristicii administreaza graficul celor trei componente principale ale ACO prin intermediul
procedurii ScheduleActivities: dirijeaza activitatea furnicilor, actualizeaza feromonii si executa
actiuni daemon. In procedura ScheduleActivities nu se specifica felul in care se programeaza sau
sincronizeaza aceste trei activitati, daca ruleaza independent sau se daca este necesara sincroni-
zarea lor; de aceea proiectantul este liber sa aleaga felul in care aceste proceduri interactioneaza,
in functie de caracteristicile problemei.

In prezent au fost ficute numeroase implementari de succes ale metaeuristicii ACO si ele

sunt aplicate in rezolvarea multor probleme de optimizare combinatoriala.



CAPITOLUL 2

Teoreme de punct fix in termenii perturbarii admisibile

2.1. Introducere

In prezenta unui rezultat privind existenta si sau unicitatea unui punct fix pentru un anumit
operator, principala preocupare este legata de a identifica o anumita metoda iterativa care sa
permita aproximarea punctului fix i de a obtine teoreme de convergenta pentru clase cat mai
largi de operatori de tip contractiv.

Teoria perturbarilor admisibile ale unui operator, introdusa de Rus in [73], a deschis o noua
directie de cercetare si a unificat multe dintre aspectele importante privind metodele iterative
de aproximare a punctelor fixe ale operatorilor contractivi.

Berinde [8], [10] a continuat studiul metodelor iterative de punct fix prin intermediul per-
turbarilor admisibile si a obtinut teoreme de convergenta foarte generale cu privire la metodele
de tip Krasnoselskij definite in termenii perturbarii admisibile pentru o clasa de operatori ne-
expansivi gi operatori (p-pseudocontractivi in spatii Hilbert.

2.2. Operatori demicontractivi in termenii perturbarilor admisibile. Exemplu

numeric

Pentru un operator T, definit pe un interval compact din multimea numerelor reale, care are
un punct fix unic, Mann a demonstrat in [54] ca procesul iterativ z,,, 1 = (1 — a,) x, + a, Ty,

cu a, = converge la punctul fix.

1
Franl:er ;i Marzec [30] au demonstrat ca cerinta de unicitate a punctului fix nu este necesara.
Outlaw i Groetsch [61] au generalizat procedeul pentru un operator 7' neexpansiv definit pe o
submultime a planului complex, si apoi Groetsch in [37] a extins aceeasi procedura la un spatiu
Banach uniform convex.
Hicks si Kubicek, in [39] au largit clasa operatorilor pentru care procesul iterativ converge

la un punct fix, la aplicatiile demicontractive.

DEFINITIA 2.2.2.71 ([19]). Fie K o submultime nevida, inchisd gi convexd a unui spatiu
Hilbert H. Operatorul T : K — K se numeste demicontractiv (k-demicontractiv) daca exista
k € R astfel incat

(2.18) | Tz — 2*||? < ||lo — 2*|]* + k|| Tz — =, Vo € K si 2% € Fiz(T).

In cadrul acestei lucrari, pentru un operator T° k-demicontractiv vom folosi notiunea de

operator demicontractiv cu coeficient de demicontractie k.

18
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Operatorii demicontractivi au fost studiati, in paralel dar independent de Hicks si Kubicek,
de catre cercetatorul roman St. Maruster. Rezultatele lui Marugter sunt mai generale i sunt

prezentate in lucrarea [56].

OBSERVATIA 2.2.2.72. Constanta k este de obicei considerata in intervalul (0,1). Din de-
finitie se observa ca pentru cazul k > 0, clasa de operatori demicontractivi include clasa opera-
torilor cvasi-neexpansivi.

In lucrarea [6] autorii au studiat o clasd de operatori demicontractivi cu constanta k < 0, care
sunt numiti operatori tare atractivi. Intr-o altd lucrare, [90], autorii au studiat o clasd de

operatori k-demicontractivi cu constanta k = —1 $i i-au numit operatori pseudo-contractivi.

OBSERVATIA 2.2.2.73. In cazul particular in care k = 1, operatorii k-demicontractivi se
numesc hemicontractivi, a se consulta spre exemplu lucrarile [T1] si [78].

OBSERVATIA 2.2.2.74. In lucrarea [19] autorii au dat o definitie pentru operatorii pseudo-

contractivi echivalenta cu Definitia|1.1.1.47.
Un operator T cu domeniul D(T) si codomeniul R(T) din H se numeste strict pseudo-

contractiv de tip Browder-Petryshyn [14] daca, pentru orice x,y € D(T), exista k < 1 astfel
incat

(2.19) 1Tz = Ty|l* < llz — ylI* + kllo —y — (T — Ty)|*

OBSERVATIA 2.2.2.75. Daca inegalitatea (2.19)) este indeplinita pentru k = 1 atunci opera-

torul T se numeste pseudocontractiv [19].

OBSERVATIA 2.2.2.76. Daca in (2.19) luam y € Fix(T), atunci oblinem (2.18) si, prin
urmare, T este demicontractiv. Evident, clasa operatorilor demicontractivi este mai larga decat
clasa operatorilor strict pseudo-contractivi de tip Browder-Petryshyn.

LEMA 2.2.2.77 (Opial). Fie H un spatiu Hilbert, si {z,} un sir care convergent slab la xy.
Atunci, pentru orice x # xy, avem

(2.20) lim inf ||z,, — xo|| < liminf ||z, — z||.

TEOREMA 2.2.2.78 ([39]). Fie H un spativ Hilbert si K o submultime convexd a lui H.
Fie T : K — K un operator demicontractiv cu coeficientul de demicontractie k. Presupunem
ca multimea punctelor fize ale lui T este nevida. Fie {d,} un sir cu elemente din intervalul
0,1),Vn € N, cud, - d <1—k si >d,(l —d,) = +oo . Atunci liminf ||v, — Tv,| = 0,
pentru orice v1 € K, unde v,y este definit prin

Unt1 = (1 — dp) vy + d,Toy,.

Folosind acest rezultat, dorim sa demonstram cateva teoreme de convergenta pentru aplicati-
ile demicontractive. Extindem astfel rezultatele lui Hicks si Kubicek folosind tehnica perturbarii
admisibile pentru aplicatii demicontractive si in prezenta iteratiei Krasnoselskij.
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EXEMPLUL 2.2.2.79. Definim operatorul T : R — R, prin

(2.21) T %x sin i, daca x # 0
: x =
0, daca x =0

Acesta este un exemplu de operator demicontractiv care nu este pseudocontractiv, prin urmare
nu este nu este nici strict pseudocontractiv.
Putem considera in particular restrictia lui T la multimea K = [—1,1].

FEvident, 0 este singurul punct fix al lui T'. De asemenea, pentru x € K,

2 12 2 2 2 2
3%sin— < <l|z|"<l|z -0+ k|Tz — x|
T

2
Ta — 0] = |Taf? = ‘35”

pentru orice k < 1. Deci T este demicontractiv.

Fie v = % sty = —327r. Atunci |Tz — Ty|2 = 82&62. Totusi,
160 256
2 2 2
— I-TYx—(I-T =—<—=Tze-T

ceea ce arata ca operatorul T nu este pseudocontractiv.

In continuare vom extinde Teorema demonstrata pentru iteratia Mann de Hicks
si Kubicek in [39], la cazul general al perturbarii admisibile, unde sirul d,, se inlocuiegte cu
constanta A € (0,1), adica se ia in considerare iteratia Krasnoselskij. Evident, conditia ca seria
> d,(1 —d,) sa fie divergenta este indeplinita pentru constanta \ aleasa.

Deci, are loc urmatorul rezultat.

TEOREMA 2.2.2.80 ([83]). Fie K o multime inchisa, marginitd $i convexd a unui spaliu
Hilbert H. Fie T : K — K un operator demicontractiv cu coeficientul de demicontractie k.
Presupunem ca multimea punctelor fize ale lui T', Fixz(T'), este nevidd.

Fie G : K x K — K o perturbare admisibila a operatorului T', care este afin Lipschitzianad
cu constanta 1 — X\, unde A <1 — k.

Atunci lim ||z, — Gx,|| = 0 pentru orice xy € K, unde sirul {z,} este definit pornind de la
xo € K, prin

(2.22) Tpiy1 = G (2, Txy,), n €N

Demonstratie: Vom folosi in continuare operatorul perturbare admisibila F': K x K — K
asociat operatorului 7', definit prin

(2.23) Fr=G(z,Tx), € K

Folosim proprietatea fundamentala a operatorului de perturbare admisibila, (A1), din definitia

1.1.2.65| (a se vedea [73]), si, in plus, proprietatea

(2.24) Fiz (F) = Fiz (T).

Cum operatorul perturbare admisibila G este afin Lipschitzian, putem considera ca 1 — \ preia
rolul sirului {d,} din Teorema [2.2.2.78] si folosim faptul ca G (xz,z) = x si Tp = p. Avem
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201 = plI* = [|Fzn — pl? = |G (20, Tzn) — plI?
= |G (¥n, Tz) — G (p, Tp) |I?
<A =X (xn—p) + A (T —p) |I?
Folosind relatia (1.13]) obtinem
(2.25)

(1= X) (@0 =p) + A (T2 = p) |7 = (1= Nl = plI* + A T20 = plI = A (1 = A) |20 — T

Deoarece T este operator demicontractiv avem

(2.26) T2 = plI* < llzn — pl* + Kl 0 — 20”
Inlocuind (2.26)) in relatia (2.25) avem

(2.27) 1 = pI* < law = plI* = A (1= X = &) [lan — Tz

Prin inductie obtinem ca:

0< loy —plP = XA =X =k) D |la; — Ty
7=1

Deci
(2.28) AL=X=k) > llan = Taal* < 2y — pl*
n=1
Din aceasta inegalitate deducem ca lim ||z, — Tz, || = 0 O

OBSERVATIA 2.2.2.81. Din inegalitatea obtinem ||xp11 — pl| < ||z, —pll, V2 > N,
n, N € N.

COROLARUL 2.2.2.82. Fie K este o submultime inchisa, marginita si convexd a unui spatiu
Hilbert, H. Consideram caT : K — K, X si G : K x K — K satisfac ipotezele din Teorema
[2.2.2.80. Presupunem cd aplicatia I — T transformd submultimi inchise si marginite ale lui K
in submultimi inchise ale lui K (in particular, daca T este demicompact). Atunci pentru orice
x1 € K, procedeul iterativ definit prin converge la un punct fix al lui T

COROLARUL 2.2.2.83. Fie H un spatiu Hilbert si K C H o submultime a lui H inchisa,
marginita si convera. FieT : K — K, A > 0 si G : K x K — K care satisfac ipotezele
din Teorema . Fie p un punct de acumulare al sirului {z,} si presupunem ca T este
continud in p. Atunci {x,} converge la p sip € Fix (T).

TEOREMA 2.2.2.84 ([83]). Fie K o submultime convexd a unui spatiu Hilbert H.
FieT : K — K astfel incat:
(1) Fix (T) # 0.
(2) T este demicontractiva cu coeficientul de demicontractie k.

(3) Daca un gir {v,} converge slab la v si {(I —T) (v,)} converge tare la 0 atunci
(I-T)(w)=0.
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Fie G : K x K — K o aplicatie perturbare admisibila afin Lipschitziana cu constanta 1 — X,
unde A < 1 —k.
Atunci pentru x1 € K, iteratia definita prin converge slab la un punct fix al lui T.

Demonstratie: Fie Tp = p. Din Observatia [2.2.2.81] avem ||z,11 — p|| < ||z, — p|| pentru
orice n > 1. Daca exista M € N astfel incat x, = p pentru orice n > M atunci, evident,
x, — p. Daca x, # p orice n, notam r = ||x; — p|| > 0. Fie S, (p) = {y: |ly —p|| <}, s fie
D = KNS, (p). Atunci {xz,},- y C D.

De asemenea, D este o multime slab compacta, fiind inchisa, marginita si convexa. Prin

urmare exista un subgir {xnj} care converge slab la y € D C K. Din Teorema [2.2.2.84] avem

ca (I =T)x,; — 0; prin urmare din conditia (3), Ty = y astfel Incat Gy = y.

Presupunem c& {z,} nu converge slab la y. Atunci pentru girul {z,} . existd macar un
punct de acumulare ¢ # y. Presupunem ca {z,,,} converge slab la ¢. La fel ca si In cazul
lui y, Tq = q i atunci Gg = ¢. Din Observatia deducem ca girurile {||z,, — y||} si
{||z» — q||} sunt descrescatoare pentru un n suficient de mare. Agadar ambele limite lim ||z, —yl||

si lim ||z, — ¢|| exista. Folosind Lema Opial obtinem urmatoarea contradictie:

lim, ||z, —y|| = liminf; ||z, —y| <liminf; ||z, — 4|
= liminf; |z,,, — ¢|| < iminf; ||z, — y| = lim, ||z, — y]|.
Asadar, {z,} converge slab la y € Fiz(T). O

Consideram acum aplicatia demicontractiva din Exemplul 2.2.2.79] si anume:
T: K — K data prin

2 il
(2.29) Tw— gm‘smg, ifz#0

0, if x =0,
unde K = [—4,4] si consideram iteratia Krasnoselskij definita cu operatorul perturbare admi-
sibila:

G(z,y)=(1=-XNz+ Ny, z,y € X.

Atunci T : K — K satisface toate ipotezele din Teorema [2.2.2.84]si «* = 0 este unicul punct fix
al lui 7 in K. In continuare am folosit aplicatia Maple pentru a aproxima punctul fix z* prin
intermediul iteratiei Krasnoselskij, pentru diferite valori ale parametrului A si anumite valori
ale punctelor initiale xy € K.

Cazul 1. A =0.5.

Pentru o = 4, dupa 25 iteratii gisim valoarea punctului fix * = 3.897899350 - 10~°.

Pentru xy = 0.1, dupa 25 iteratii gisim valoarea punctului fix z* = 6.880966745 - 10!,

Cazul 2. A =0.1.

Pentru zy = 4, dupa 25 iteratii gasim valoarea punctului fix * = 0.7679623220.

Pentru zy = 0.1, dupa 25 iteratii gasim valoarea punctului fix z* = 0.006063533294.

Cazul 3. A =0.9.

Pentru xy = 4, dupa 25 iteratii gasim valoarea punctului fix z* = —8.463201309 - 10~16.

Pentru 2o = 0.1, dupa 25 iteratii gasim valoarea punctului fix * — 1.326700368 - 1015,

In concluzie, cu cit valoarea parametrului A cregte obtinem o convergentd mai rapidd la

punctul fix al lui G.
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2.3. Operatori asimptotic demicontractivi in termenii perturbarilor admisibile
Fie H un spatiu Hilbert si fie £ o multime nevida convexa a spatiului H. Fie T : K — K

un operator neliniar.

Vom presupune ca multimea punctelor fixe, Fiz(T), este nevida.
DEFINITIA 2.2.3.85 ([19]). Operatorul T se numeste cvasi-neexpansiv dacd
(2.30) Tz — a*|| < ||z — 2|, Vo € K and z* € Fix(T).

Daca pentru orice x # x* inegalitatea (2.30) este stricta, atunci T se numeste strict cvasi-

neerpansiv.

DEFINITIA 2.2.3.86 ([69]). Un operator T : KL — K se numeste k-strict asimptotic pseudo-

contractiv ([69]) daca exista un gir {a,} cu lim a, =1 astfel incat
(2.31) 17" = T"y|I* < aplle = yl* + kI (T =T 2 = (I = T")y|?

pentru o anumitd constanta k € [0,1) si pentru orice x,y € K gin € N.
T se numeste asimptotic demicontractiv daca Fix (T) # 0 si exista un gir {a,} cu nlgg() a, =1

astfel incat

(2.32) 1Tz — 2*||* < a2 ||z — 2*||® + k|lz — Tz
pentru o constanta k € [0,1) gi pentru orice x € K, gi x* € F(T).

Aceste clase de operatori au fost introduse de catre Qihou in [69] si sunt mai bogate decat
clasele de operatori introduse prin definitiile (2.2.2.74)) si (2.2.2.71]).
Daca fixam constanta & = 0 in (2.31)) atunci 7" se numeste asimptotic nonexpansiv. Este evident

c& un operator k-strict asimptotic pseudocontractiv care are cel putin un punct fix, Fiz (T) # 0,
este asimptotic demicontractiv.

In [69], Qihou, folosind metoda iterativi Mann modificats prezentatd pentru prima data
de catre Schu [76], a demonstrat cateva teoreme de convergentd pentru aproximarea itera-
tiva a punctelor fixe ale operatorilor k-strict asimptotic pseudocontractivi si pentru operatorii
asimptotic demicontractivi. Amintim ca un operator 7" se numesgte uniform L-Lipschitzian daca

exista o constanta L > 0 astfel Incat

(2.33) [Tz = Ty|| < Lz —

pentru orice x,y € K sin € N.
Mai exact, Qihou a demonstrat urmatoarele teoreme:

TEOREMA 2.2.3.87 ([69]). Fie H un spatiu Hilbert si K o submulfime inchisd, convezrd i
marginita a lui H. Fie T : K — K un operator k-asimptotic demicontractiv complet continuu
si uniform L-Lipschitzian cu sirul {a,} C [0,00), 3 (a2 —1) <o00,0<e<a,<1—-k—c¢

n=0

pentru orice n € N gi un € > 0 oarecare. Pentru un ;0 € K arbitrar definim girul {z,} prin

(2.34) Tpr1 = (1 — ) T + @ Tz, n > 0.
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Atunci {z,} converge tare la un punct fiz al lui T.

TEOREMA 2.2.3.88 ([69]). Fie H un spativ Hilbert si K o submultime nevida inchisa con-
verd si marginita a spativlui H. Fie T : K — K un operator complet continuu, uniform L-
Lipschitzian si k-strict asimptotic pseudocontractiv cu sirul {a,} C [1,00), io: (a2 —1) < oo,
0<e<a,<1—k—c¢, pentru orice n € N si ¢ > 0 oarecare. Definim §z'ru7:fi)xn} pornind de
la un xy € K arbitrar prin

Tpi1 = (1 —ay) zy + @, T 2y, n > 0..
Atunci {z,} converge tare la un punct fix al operatorului T

LEMA 2.2.3.89 ([58]). Fie H un spatiuv Hilbert si K o submultime nevida a spatiului H.
Atunci operatorul T : K — K este k-strict asimptotic pseudocontractiv daca $i numai daca
pentru orice x,y € K are loc

1
(2.35) Re(j(z—a%),o=T") 2 5 (1= k) o = T"|* ~ 5 (a2 = 1) o — 27|?

N | —

In aceasta sectiune ne propunem sa obtinem rezultate privind convergenta unei metode
iterative de tip Krasnoselskij definita ca perturbare admisibila a unor operatori asimptotic

demicontractivi intr-un spatiu Hilbert. Vom utiliza urmatorul rezultat.

LEMA 2.2.3.90. Fie E un spatiu normat si K o submultime nevida convexa a lut E. Fie
T : K — K un operator uniform L-Lipschitzian si G : K x K — K un operator perturbare
admisibild, afin Lipschitzian cu constanta 1 — X. Pentru \ din intervalul [0,1] definim girul

{z,} pornind de la un punct initial arbitrar xo € K prin
Tny1 = G (2n, T"2y)

Notam ¢, = ||T"x, — x,||, n > 0.
Atunci ||z, — Txy|| < ¢ + o1 [(1— A) + AL

Demonstratie: T este L-Lipschitzian asadar exista L > 0 astfel incat
|20 — Tl < |lzn — Tl + [[T"2n — Ty |
< lwn — Ty || + LI T 2y — 20|
<|wp — Ty || + L||T" Yoy, — Tt || + L) T oy — 2|
<||zn — TMay|| + L?||2n — Zpoa || + LT 21 — 2|
Operatorul G este afin Lipschitzian cu cosnstanta (1 — \) si atunci avem
T2, — x| G (T 2y 1, T Y1) — G (1, Tty ) ||

S H (1 — )\) (Tn_l.l'n,l — iL'n,1) + A (Tn_ll'n,1 — Tn_lilfn,1) H
=1 =N 7" 201 — 20,
respectiv
|20 — 2pa| =G ($n—1>Tn_1$n—1) = G (Tp-1,Tn) ||

<= X)) (wp1 — 2p1) + A (Tnilxn—l — Tn1) ||
= )\HTn_ll’n_l — $n_1||.
Astfel, obtinem
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@0 = Taall - < llzw = Tl + (LA + L (1 = A)] 201 — T -
=cCp+Co1- L [LPA+L(1—N)].

Fie X, Y spatii Banach si operatorul T': D € X — Y. Reamintim ca operatorul T se
numeste complet continuu daca el este continuu si transforma o submultime marginita a lui
D intr-o submultime relativ compacta a lui Y (o multime, Y, se numeste relativ compacta
daca orice sir de elemente din multimea Y are subsiruri convergente). Rezultatul principal din

aceasta sectiune este dat in urmatoarea teorema.

TEOREMA 2.2.3.91 ([83]). Fie H un spatiu Hilbert. Fie K o submulfime inchisa, convexd si
marginita a spatiului H si T : K — K un operator complet continuu, uniform L-Lipschitzian,
asimptotic demicontractiv cu sirul {a,} C [1,00) care satisface § (a2 —1) < oo.

Fie G : K x K — K un operator perturbare admisibild, afin ﬁ?pschz’tzz’an cu constanta 1 —\,
unde X\ satisface conditia 0 < e < A<1—k —«¢.

Atunci, girul {x,} generat pornind de la un xoy € K arbitrar, prin
(2.36) Tpi1 = G (x,, T"xy,)
converge tare catre punctul fix al lui T.
Demonstratie: Fie z* € F (T). Atunci, folosind inegalitatile m pentru ¢ = 2 si m
obtinem
201 — 2| =G (20, T"2y) — G (2%, 27) ||
<A =A) (@ — 27) + A (T2, — 27) |2
= ||lw, — 2" + \T"x,||?
< lwg — 2*? = 20 (o — T2, j (2 — 2%)) + X2 T2y — 20|

(2.37)

Se observa ca

1 1
(2.38) (w0 =T, j (20 = 7)) 2 5 (1= k) [lzn = T"2a|" = 5 (a2 = 1) [lzn — 27
Folosind inegalitatea (2.38)) in (2.37) obtinem:

[zns1 — 2| < lzn — 2|2 + N |T"2n — 24 ?
— (1= k) Mlzp — Tz + (af — 1) Az — 2¥|
= [lzn — 2*[] + Aaj, = 1) [Jzn — 27|
+[AN2 = X1 = R)] ||z — Tz,

Conditia 0 < e < A <1 —k — ¢ implica faptul ca

(2.39)

(2.40) 1l—k—X>c¢.
Putem alege

€
2.41 > —.
241) =

Mai mult, marginirea multimii K implica faptul c& ||z, —z*||*> < M pentru orice n > 0 gi pentru

o anumita valoare a constantei M > 0, astfel incat folosind (2.40)) si (2.41)) in [2.39| obtinem

(2.42) Znsr — 22 < ||on — 2|2 — % ellwn — T @n||? + 0, ¥n > N,
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unde 0, = (a2 —1)-\- M
astfel incat
g oo . . oo
(2.43) 7 2 Nl =Tl < flaw, — 27l + 3 05
n=Ng n=DNop
Conditia Z (a2 — 1) < oo implica faptul c& Z |z — T"2,||? < oo, astfel incat lim |z, —
Trz,||* = 0. A§adar folosind Lema [2.2.3.90 obglnem ca
(2.44) lim ||z, — Tx,| = 0.
n—oo

Cum T este complet continuu si {z,} este marginit, rezulta ca {Tx,} are un subsir convergent
{Txn]} y astfel Incat (| 1mphca faptul ca {z,} are un subsir convergent {xn] }] o Fie
lim x,, = y*. Atunci din 4) obtinem ca y* = Ty* astfel incat y* este un punct fix al

‘]—)OO

operatorului 7. Prin urmare, din (2.42)) rezulta ca

|Zns1 — ¥*1* < 1o — ¥*|1° + 00, n > No.

Cum {||z,, — y*||} are un subsir care converge la 0 si > 0, < 00, din Lema (|1.1.1.51) rezulta
n=0

ca lim |zn, — y*|| = 0, completand demonstratia teoremei. O
n—oo

OBSERVATIA 2.2.3.92. Pentru a obtine Teorema am folosit ca prototip o teoremd
din lucrarea [69)] unde am inlocuit sirul {a,} din iteratia Mann cu constanta A si prin urmare
am putut folosi algoritmul GK, asa cum a fost definit de citre Rus in [73]. In cazul particular

G(z,y)=(1—=X)z+ Ay,

Teorema [2.2.3.91) ne furnizeazd o teoremd de convergetd pentru iteratia Krasnoselskij.
Aceastd teorema este similard cu rezultatul lui Qihou [69], diferenta consta in faptul cd

iteratia Krasnoselskij din prezenta lucrare este inlocuitd cu iteratia Mann in [69].

OBSERVATIA 2.2.3.93. Daca operatorul T este doar demicontractiv, atunci din Teorema
2.2.3.91] obtinem teorema de convergenta data de Ticala in [83].

TEOREMA 2.2.3.94 ([83]). Fie K o submultime inchisda, marginitd, converd a unui spatiu
Hilbert H si T : K — K un operator demicontractiv avand coeficientul de demicontractie k si
multimea punctelor fize nevida.

Fie G : K x K — K un operator admisibil afin 1 — \-Lipschitzian, cu constanta A < 1 — k.
Atunci lim inf ||x,, — Tz,|| = 0 pentru orice x1 € K, unde x,.1 este definit prin .

Notiunea de qvasi-neexpansivitate a fost introdusa de catre Tricomi in 1916 [19] pentru
o functie reala 7' definita pe un interval finit sau infinit (a,b) cu valori in acelagi interval.
El a demonstrat ca sirul {x,} generat pornind de la un zy dat, din intervalul (a,b), folosind
iteratia x,11 = T(x,), pentru n > 0, converge la un punct fix al operatorului 7" daca T este
continuu si cvasi-neexpansiv pe (a,b). In 1975 Stepleman [79] a demonstrat c& pentru a asigura

convergenta acestui gir este suficient ca a doua iteratie a lui T" sa fie strict cvasi-neexpansiva.
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Fie procesul iterativ Mann definit de sirul {z,} generat pornind de la punctul initial z( si

iteratia data de ecuatia
(2.45) Tpt1 = (1 —ap)x, + ayTxy, n > 0.

Conditia de demicontractivitate nu este suficienta pentru a asigura convergenta iteratiei Mann
nici in spatiile infinit dimensionale nici in cele finit dimensionale. De aceea, este necesar sa
impunem conditii aditionale asupra operatorului cum ar fi cea de continuitate sau de demi-
inchidere [19].

DEFINITIA 2.2.3.95 ([19]). Fie {z,} un sir care indeplineste conditiile:

(i) este slab convergent la x;

(i) sirul asociat {Tx,} converge tare la y;

Un operator T se numeste demi-inchis in y, daca pentru orice sir care indeplineste conditiile

(1) st (it) avem ca T(x) = y.

Deseori este folosita proprietatea de demi-inchidere in 0, care este un caz particular obtinut
pentru y = 0.

Clasa operatorilor care indeplinesc conditia si numele de demicontractivitate au fost
introduse de Hick si Kubicek in 1977 [89]. Ei au studiat proprietatile de convergenta ale girului
{x,} generat de un procedeu iterativ de tip Mann la un punct fix al operatorului 7" in spatii
Hilbert reale. Au demonstrat ca daca T este demicontractiv i I —T este demi-inchis in 0, atunci
sirul generat de iteratia de tip Mann converge slab la un punct fix al lui 7. Sirul {b,}
trebuie sa Indeplineasca conditia b, — b, 0 < t < k, unde k este constanta de demicontractie.

Aceeasi conditie de demicontractivitate a fost de asemenea prezentata de catre Maruster in
1977 [56], independent de Hicks si Kubicek. Daca D(T') (domeniul de definitie al lui T") este o
submultime Inchisa convexa a unui spatiu Hilbert H, atunci definitia data de Maruster este:

DEFINITIA 2.2.3.96 ([56]). Operatorul T satisface conditia (A) daca mulfimea punctelor
sale fize, Fiz(T), este nevidd si dacd exista un numar real pozitiv X astfel incat

(2.46) (x — Tx,x — &) > Nz — Tz|?, Vo € D(T), € € Fiz(T)

Se verifica ugor echivalenta dintre conditia de demicontractivitate si conditia (A) in care
A = (1 —k)/2. In [56] a fost demonstrat acelasi rezultat in conditii mai generale asupra
parametrului a,, decit cele ale lui Hicks gi Kubicek, mai precis, daca T satisface conditia (A)
si I — T este demi-inchis in 0, atunci girul {x, } converge slab la un punct fix al lui 7T

Clasa operatorilor asimptotic nonexpansivi a fost prezentata de Goebel si Kirk [34] in 1972
si In prezent multi autori revin asupra ei.

In 1998 Osilike [59] a demonstrat echivalenta dintre conditia de asimptotic demicontracti-
vitate si conditia

1

1
(2.47) (x = T"z,x —x*) > 5(1 —E)||w —T"* - §(an — 1|z — 2*|*.

In particular, cAnd a,, = 1, V n € N, atunci conditia este similara cu conditia (A).
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2.4. Ecuatii variationale in termenii perturbarii admisibile

DEFINITIA 2.2.4.97 ([92]). Fie H un spatiu Hilbert real $i K o submultime nevidd, inchisd,
convexd a lui H cu produsul scalar (-,-) si norma ||-||. FieT : H — H o aplicatie pe H. Atunci,
pentru un element fixat, b, din H, problema gasirii unui element x € K astfel incat

(2.48) (Tx —byy—2z)>0Vye K
se numeste problema de inegalitate variationald.

Aceasta poate fi prezentata ca problema echivalenta cu cea a gasirii lui x € K astfel incat

(2.49) b— Tz € Ng(z),

unde Ng(z) este conul normal la K in z definit prin:

(2.50) Ng(z) ={w: (w,y — ) <0 pentru orice y € K}.
Ny este un con inchis, convex care contine originea.

DEFINITIA 2.2.4.98 ([92]). Pentru operatorii S,T : H — H, problema determinarii unui
element x din K astfel incat

(2.51) (Sx —Tx,y —x) >0, pentru oricey € K,

se numeste inegalitate variationald tare neliniard (strongly nonlinear variational inequality -
SNVI).

OBSERVATIA 2.2.4.99. Pentru S = I (aplicatia identitate) problema se reduce la

problema gasirii unui element x din K astfel incat

(2.52) (I =T)x,y—x) >0 pentru orice y in K.
In continuare dorim s& prezentam solvabilitatea problemei gisirii lui z € K
(2.53) (I — G)z,y — ) > 0 pentru orice y in K,

unde G este un operator perturbare admisibila afin Lipschitzian asociat unui operator T, ge-
neralizat pseudocontractiv si continuu Lipschitzian.

Rolul inegalitatilor variationale a fost cel de a caracteriza solutiile a numeroase probleme
ce apar in matematica aplicata, fizica, teoria controlului si a optimizarii, economie, inginerie
si altele. Exista unele situatii in care inegalitatile variationale pot fi reduse la probleme de
complementaritate.

Complementaritatea este un concept strans legat de inegalitatile variationale. Diverse pro-
bleme din programarea matematica, teoria jocurilor si mecanica pot fi prezentate sub forma
problemelor de complementaritate. Pentru mai multe detalii legate de inegalitatile variationale
se pot consulta lucarile [32], [33], [49], [567], [76], [91].
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In [92] Verma a prezentat solvabilitatea problemei SNVI (2.51) unde S este tare monotonsa
si Lipschitz continua si T este generalizat pseudocontractiva si Lipschitz continua.

DEFINITIA 2.2.4.100 ([9]). Fie H un spatiu Hilbert cu produsul intern (-;-) si norma ||-||.
Un operator T : H — H se numeste generalizat pseudocontractiv daca exista o constanta k > 0

astfel incat, pentru orice x,y € H,
(2.54) Tz = Tyl <k lo = ylI* + [Tz = Ty — k (z = y)|I*.

TEOREMA 2.2.4.101 ([92]). Fie K o submultime nevida, inchisd a unui spatiu Hilbert real H
st fie T : K — H un operator generalizat pseudocontractiv si Lipschitz continuu cu constantele

k > 0 respectiv m > 0. Fie {a,} un sir crescator in [0, 1) astfel incit Y. a, = +oc.
n=0
Atunci, pentru un anumit xo din K, sirul {z,} generat de algoritmul iterativ

(2.55) Tpr1 = (1 —ap) xy + a, P (2, — t (x, — Txy,)] pentru orice n > 0,

unde t > 0 este arbitrar, converge la o solutie a problemei SNVI pentru
1
0< M= (1=t +2t(1—t)k+m*)* <1,
pentru orice t astfel incat 0 <t <2(1—k) /(1 —2k+m?) sik < 1.

Verma a folosit o iteratie de tip Krasnoselskij pentru solutia problemei de punct fix u =
Pe [(1 —t)u+ tTul.

In continuare vom stabili citeva teoreme de convergetd mai generale decét cele stabilite de
Verma, folosind metode iterative definite prin intermediul operatorului de perturbare admisibila
a unui operator.

Aceste tehnici au fost folosite de Berinde in [8], [9], [11], [10] la studiul operatorilor neli-
niari, generalizat pseudocontractivi, operatori care invariaza domeniu de definitie si la studiul

operatorilor pseudocontractivi.

Avem nevoie de urmatoarele rezultate ajutatoare.

LEMA 2.2.4.102 ([49]). Fie K o submultime nevidd, inchisd, convexd a lui H si Pk proiectia
spatiului H pe K. Atunci pentru un anumit element z din H, exista un element x din K
satisfacand

(2.56) (x —z,y—x) >0, forall ye K
daca st numai daca
(2.57) r = Pgz.

TEOREMA 2.2.4.103 ([81]). Un element x din K este solutie pentru problema dacd
st numai dacd este solutie a problemei de punct fix

(2.58) r = Pyglr—t(zx—Gz)].

Demonstratie: Daca u este solutie a problemei (2.53) atunci

(u— Gu,y —u) >0, pentru orice y € K
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si deci, pentru orice t > 0 avem
(u—(u—t(u—Gu)),y—u) >0, pentru orice y € K.
Acum, folosind Lema obtinem
u= Pglu—t(u—Gu).
Invers, daca u satisface , atunci avem
u= Pglu—1t(u—Gu)
si din Lema [2.2.4.102| rezulta ca
(u—(u—1t(u—Gu)),y—u) >0, pentru orice y € K.
Cum t > 0, constatam ca

(u— Gu,y —u) >0, pentru orice y € K.

0

TEOREMA 2.2.4.104 ([81]). Fie K o submullime nevidd, inchisd, converd a unui spatiu
real Hilbert H si fie T': K — H un operator generalizat pseudocontractiv si Lipschitz continuu

cu constantele k > 0, respectiv m > 0. Fie A o constanta din intervalul [0,1). Presupunem

ci G: K x K — K, operatorul perturbare admisibila asociat lui T, este afin Lipschitzian cu

constanta 1 — .

Atunci, existd xg € K, pentru care sirul {x,} generat de algoritmul iterativ
(2.59) Tpr1 = (1 =N zp + APk [z, — t (2, — Gx,)],n >0,
unde t este arbitrar, converge la o solutie a problemer daca
1/2

OSM:((1—@)2+2u(1—u)k—|—u2m2) <1,

pentru orice t € [0,1).

Demonstratie: Fie u o solutie a problemei (2.53)). Atunci, conform Teoremei [2.2.4.103] u

are forma
u= Pglu—t(u— Gu))

Avem

[2n1 = ull = [[(1 = A) (2 = u) + A (Pr [#n =t (20 = Gaa)] = P fu =t (u = Gu)]) |

Cum Py este neexpansiv obtinem ca

s =l < (1= (@0 = w) | + Allzn =t (20 = Gon) —u+t (u— Gu) ||

<A =N ||zp —ul| + XA = 2) |z, — u|| + M]|Gz,, — Gul|.
De asemenea avem:
|Gz, — Gul]* = ||G (xp, Tz,) — G
= (1= ) flon = ull® + 20 (1 = p) (T, = T, — u) + p?| Ty, — T

(w, Tu) |* < | (1 = p) (w0 — u) = p (T = T) ||
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Aplicand pseudocontractivitatea generalizata si continuitatea Lipschitz a lui T rezulta ca:
|G — Gul* < (1= p)* + 20 (1 = ) b + p2°m?) ||z — u”
In continuare, avem:
[@n1 —ull < [T+ A1 —1) + XM ||z, — ul
= (1= (1= M)A) ||lzn — ul
< Moo (1= (1 = M) At) [|zo — ull,
unde
1/2
M= ((1-p’+2u(—p)k+p*m?) " <1,
pentru orice p astfel incat
0<p<2(1—k)(1—2k).

Intrucat A < 1si M < 1, rezulta ca

lim ﬁ(l—(l—M))\t):O.

n—oo
Prin urmare {z,} converge tare la w. O

OBSERVATIA 2.2.4.105. Mentionam urmdtoarele doud cazuri particulare importante:

1) Daca G (x,y) = Tz atunci Teorema |2.2.4.105 se reduce la Teorema |2.2.4.101].
2) Daca

G(r,y)=(1—=XNz+ \Tu

atunct algoritmul din teorema de mai sus devine

Tpi1 = (1 =Nz, + APx [2, — tA (2, — Txy,)] .

2.5. Teorema de convergenta slaba pentru iteratia de tip Krasnoselskij folosind
perturbari admisibile in spatii Hilbert

In 2007, Aoyama et al. [2] au demonstrat o teorema de convergenta tare a iteratiei Hal-
pern pentru gasirea unui punct fix comun al unei multimi numarabile de aplicatii neexpansive,

teorema prezentata in continuare

TEOREMA 2.2.5.106 ([2]). Fiexy =z € K g
(2.60) Tl = @z + (1 — ay) Thx,,

pentru orice n € N, unde K este o submul{ime nevida, inchisa, convexa a unui spatiu Banach,

{an} este un sir din [0, 1] astfel incat li_}rn a, =081 Y a, = o0 si T, este o familie de aplicatii
n—oo n=1

(0. ]

neexpansive ale lui K in ea insasi astfel incat (N Fix(T,) este nevidd, care satisface conditia
n=1

AKTT, adica,

(2.61) > sup{||Ths12 — Toz|| : 2 € K} < o0.

n=1

Daca are loc
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o0
i) Y |1 — an| < 00 sau
n=1

i) a, € (0,1] pentru orice n € N gi lim =1

n—oo an+1

atunci girul {x,} definit prin converge tare la Q. unde @) este retractie neexpansivd
sunny a multimii K la N Fiz(T,).

n=1

)

OBSERVATIA 2.2.5.107. Fie K o submultime a unui spatiu Banach, D o submultime a
multimii K si aplicatia QQ : K — D. Atunci Q) este sunny dacd

Q(Qr +1(r — Qu)) = Qx

are loc pentru Qr + t(x — Qx) € K git > 0. O aplicatie Q : K — K este retractie dacd
Q? = Q. O submultime D a multimii C este o retractie neexpansivd sunny dacd existd o

retractie neexpansiva a multimiic K la D.

In 2008, Kohsaka si Takahashi [51] au prezentat notiunea de aplicatie nonspreading definita
pe o submultime nevida inchisa si convexa K a unui spatiu Banach neted strict convex si
reflexiv E/ cu valori in aceeagi multime K, ca fiind neliniara si satisfacand cateva conditii de
contractivitate.

In cazul special in care E este spatiu Hilbert S : K — K se numeste nonspreading daca
(2.62) 2[Sz — Syl* < Sz — yl* + l|l= — Syl1%,

pentru orice x,y € K.
Aplicatiile ferm neexpansive au fost definite pentru prima data de catre Browder, desi le-a
numit ferm contractive.

DEFINITIA 2.2.5.108 ([3]). Fie K o submultime inchisd si convexd a unui spatiu Hilbert H.
O aplicatie T : C' — H se numeste ferm neexpansiva daca pentru orice x,y € C

(2.63) | Tz — Ty|)* < (& —y, Tz — Ty).

Pentru a demonstra rezultatele din aceasta sectiune avem nevoie de urmatoarele leme date
de Iemoto si Takahashi [43].

LEMA 2.2.5.109 ([43]). Fie H un spativ Hilbert, K o multime convexd inchisd a lui H, si
S : K — K o aplicalie nonspreading pentru care Fix(S) # ¢. Atunci S este semiinchisd in 0,
adicd x, — u §i x, — Sz, — 0 implica u € Fix(S).

LEMA 2.2.5.110 ([43]). Fie H un spatiu Hilbert, K o multime nevidd, conveza, inchisd a
spativlui ‘H si fie S o aplicatie nonspreading a lui K in ea insasi si fie A=1—S. Atunci

1
| Az — Ayl < (o —y. Av — Ay) + 5 (| Azl + | Az]?).
Plubtieng si Chornphrom in lucrarea [67] au demonstrat urmatoarea teorema:

TEOREMA 2.2.5.111 ([67)). Fie H un spatiu Hilbert real si fie K o multime nevida, inchisd

converd a lui H. Fie S o aplicatie nonspreading a multimii K in ea insasi si fie {T,,} un sir de
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aplicatii ferm neexpansive ale multimii K in ea insasi care indeplineste conditia AKTT astfel
incat Fixz(S)N ( N Fix(Tn)) este nevida. Fie {o,} C [a,b] pentru anumiti a,b € (0,1).
n=1

Presupunem ca Fix(T) = oﬁ Fiz(Tn), unde T : K — K este aplicatia definita prin
Ty = nILHgO T,y pentru orice y € 7}?1

Fie z,, un gir definit prin vo = x € K §i xp11 = apz, + (1 — ) STpxn,n > 0.

Atunci {x,} converge slab la zZ € Fiz(S)N ( ﬁl sz(Tn))

Pentru obtinerea unui rezultat folosind operatorul perturbare admisibila am adus cateva
imbunatatiri teoremei anterioare. Modificarile sunt: mai intéi inlocuim sirul {a,} C [a,b] C
(0,1) cu constanta o € (0,1); apoi inlocuim sirul {z,} din concluzia teoremei cu sirul {z,}

definit prin zg §i x, = G (z,, STx,), unde G este operatorul perturbare admisibila.

TEOREMA 2.2.5.112 ([82]). Fie H un spatiu Hilbert real si K o multime nevida convexd
inchisa a lui H. Fie S : K — K o aplicatie nonspreading si fie {T,} un sir de aplicatii
ferm neexpansive ale lui K in ea insasi astfel incat Fiz(S)N ( ﬁ sz(Tn)) este nevida. Fie
ae (0,1). i

Presupunem ca {T,} satisface conditia AKTT si ca T este o aplicatie a multimii K cu
valori in ea insasi definita prin Ty = nh_)rxolo T,y pentru orice y € K si presupunem ca Fix(T) =
N Fiz(T,).

i Fie G : K x K — K un operator perturbare admisibila care este afin Lipschitzian cu
constanta o € [0, 1]. Fie {z,} un sir definit prin xo =z € K si
(2.64) Tni1 = G (2, STha,),n > 0.

Atunci {x,} converge slab la 2 € Fiz(S)N ( ﬁ Fz’x(Tn)>.
n=1

o0
Demonstratie: Luam un punct v € Fiz(S)N ( N sz(Tn)> si notam y, = T,,x,. Vom
n=1
arata ca girul {x,} este marginit. Din faptul ca v este punct fix al aplicatiei nonspreading S se
deduce imediat ca

15Yyn = 0]l < llyn — vl = [[Town = vf| < [lz =],
Vom obtine:
l2nsr = vl = 1IG (20, Syn) — G (v, 0) |I?
< o (@ —v) + (1 = @) (Sya — 0) |I”
= allz, —ol* + (L= &) Sy — 2l = @ (L = @) [ Syn — v]]?
< afzn — ol + (1= ) lyn — z]l* — (1 = ) [|Syn — v|?
= llzn = vl* — (1 = ) |Syn —
< e — ol
Prin urmare {||x,.1 — v||} este un sir descrescator si deci limita Jim ||z, — v|| exista. De aici
rezulta ca {x,}, {yn} si {Sy,} sunt marginite. Deoarece {T},} este ferm neexpansiv, urmeaza
ca
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| Ty — UHQ = | Txn — TnUHQ
(xp — v, Tz, —v)

= %(Hxn - U”2 + HTnmn - U||2 - Hxn - TnmnHQ)v

IN

pentru orice v € Fiz(S)N ( oﬁ F@x(Tn)> gl prin urmare
n=1
Tz — ol < Mz —vl* = [l2n — Toza*.

Asadar, avem:

lzns = ol = lla (20 =) + (1 = @) (Syn — Than) |
< aflzn — ol + (1= o) Sy — v]?
< allwn = ol? + (1 = @) flyn — v[|?
= allzn — vl + (1 = o) [Tazn — v|”
< allzn =0l + (1 = @) (en = vl* = |20 — Toza*).

Obtinem ca

(I =) lzn = Toaal® < aflzn — ol + [ (1 = @) lzn = 0l* = 2041 — v[|?

= [lzn = vl? = l2ps — 0|
Cum 0 < o < 1 i lim, o0 |7, — v[|? = limy, o0 || Tny1 — v||? Tezultd ca
||=73n - Tnxn” = “In - yn” — 0.

Notam A, = I — ST,,. Din A,,v = 0 rezulta folosind Lema [2.2.5.110] ca
|1 —ol* = [a(z, —v) = (1 —a)(Sy, —v)|]?
= |laz, + (1 — a) Sy, — vl
=z, —v— (1 —a)(z, — STpx,) ||
= Hxn - (1 - a) Ananz
=z, — 0?21 - ) {(z, — v, Apz, — Ayv) + (1 — a)2 | Az,
< lan = vl = 2(1 = @) {|Anzn — Apv|® = 3 ([ Anzall® + | Anv]®) }
+(1— )’ | Ay,
= Hxn - UH2 - (1 - O‘) ||Anxn||2 + (1 - O‘) HAnQUnH2
= llzn —vl* —a (1 - a) || Apz.|?
si prin urmare
@ (1= a) Ay < e = ol = s = ol
Deoarece a (1 — ) > 0 avem

nhanolo | Anzy|| = nlgrg(} |z — STz, = 0.

Agadar, urmeaza ca
[9n = Synll = | Tnzn — SThza||
= ||Thxy — T + 2y — STz,
< |Thzn — zpl|| + ||z — SThzys| — 0 cAnd n — oo
Cum {y,} este marginit, exista un subsir {y,,} al lui {y,,} care va converge slab la un

anumit 2 € K.
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Putem presupune ca y,, — 2 fara a pierde caracterul general al demonstratiei. Conform
Lemei avem 2 € Fiz(S). Din lim, . ||2, — ynl| = 0 si y,, — 2 obtinem ca z,,, — 2.

Vom arata ca 2z € Fiz(T).

Din lim,, oo || T2y — 2,|| — 0 si conditiile AKTT, rezulta ca

Tz, — || < [|[Txn — Thznl| — [|Thzn — zn|| — 0.

Presupunem 2 ¢ Fiz(T). Cum z,, — 2 si 2 # T2, din conditia Opial, avem

liminf ||z, — 2|| < liminf ||z, —TZ||

1— 00 1— 00

< liminf {||z,, — Tz,
1—00

+ Tz, = T2 }-

|zn, — 2|| < liminf || Tx,, —TZ|| < liminf ||z, — 2|,
1—00 n—oo

Dar ||z,, — Tz,|| — 0, si prin urmare lizn_1> Ci>£1f
obtinem o contradictie.

Astfel, obtinem 2 € Fixz(T'). Deci 2 € Fiz(S)N ( Oﬁ sz(Tn)) Fie {x,, } un alt subsir al
lui {x,} astfel incat {x,, } converge slab la Z. "

Aratam acum ca Z = Z. Presupunem, prin absurd, ca Z # Z.
o

Deoarece lim,, o ||z, — v|| exista, pentru orice v € Fiz(S)N ( Fix(Tn)), din conditia
n=1

lui Opial rezulta ca

T [l — 2| = liminf iz, — 2] < lim nf |, — 2]
— tim o, — 2] = liminf |z, — 3]
< liminf ||z, — 2| = lim, . ||z, — 2||.
k—o0

Prin urmare
nlggo ||xn - 2” < nh*g.lo ||:L‘n - 2”:
contradictie.
[e.e]
Deci, avem ca 2 = Z. De aici rezulta ca {x,} converge slab la 2 € Fiz(S)N ( sz(Tn))
=1

" 0
2.6. Concluzii

In acest capitol au fost prezentate cateva teoreme de convergenta pentru operatori demi-
contractivi, asimptotic demicontractivi, neexpansivi, respectiv o problema de inegalitati vari-
ationale, toate in termenii perturbarilor admisibile, pentru iteratia Krasnoselskij.

Rezultatele originale din acest capitol sunt :

e Am enuntat si demonstrat Teorema [2.2.2.80] si teorema Teorema [2.2.2.84] in care se
stabileste convergenta slaba a sirului generat de perturbarea admisibila a unui operator
demicontractiv la un punct fix al operatorului demicontractiv.

e Am enuntat Corolarul 2.2.2.82] si Corolarul [2.2.2.83] referitoare la convergenta sirului
generat de iteratia Krasnoselskij a perturbarii admisibile a unui operator demicontrac-
tiv definit intr-un spatiu Hilbert.

e Am enuntat si demonstrat Lema [2.2.3.90] referitoare la marginirea girului generat de
perturbarea admisibila a unui operator L - Lipschitzian definit intr-un spatiu normat.

e Am enuntat si demonstrat Teorema referitoare la tare convergenta perturbarii
admisibile a operatorilor asimptotic demicontractivi.
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e Am enuntat si demonstrat Teorema si Teorema referitoare la solutia
unei probleme de inegalitati variationale.

e Am enuntat si demonstrat Teorema care priveste convergenta slaba per-
turbarii admisibile aplicate compunerii unui operator nonspreading cu operatori ferm
neexpansivi.

Voi continua activitatea de cercetare pe aceasta linie stiintifica ce va include perturbari

admisibile pentru diverse clase de operatori, folosind mai intai iteratia Mann gi apoi iteratia
Ishikawa.



CAPITOLUL 3

Procesarea imaginilor folosind colonii de furnici

3.1. Introducere

Un mare numar de cercetatori lucreaza in zilele noastre in Procesarea Imaginilor. Aceasta
ramura a matematicii aplicate este folosita intr-un domeniu vast al domeniilor din viata de zi cu
zi cum ar fi industria, economia, medicina etc. In particular, procesarea imaginilor in medicin
este frecvent folosita, de exemplu in tomografie si este menita sa rezolve problemele medicale
ale pacientilor.

Reconstructia iterativa a imaginilor se refera la algoritmii iterativi care reconstruiesc imagini
bidimensionale si tridimensionale in anumite tehnici de imagistica. De exemplu, la tomografie
imaginea trebuie reconstruita din proiectii printr-un obiect. Reconstructia iterativa furnizeaza
imagini mai bune decit metoda Filtered Back Projection (FBP). Pe de alta parte, reconstruc-
tia iterativa este mai costisitoare din punct de vedere computational decat FBP, la care se
calculeaza valorile pixelilor direct, intr-un singur pas de reconstructie.

Capitolul 3| ilustreaza principalii algoritmi folositi pentru reconstructia imaginilor, inclusiv

algoritmi inspirati din natura, algoritmi bazati pe colonii de furnici.

3.2. Tehnologii de ultima generatie In procesarea imaginilor

In 1917, matematicianul austriac Johann Radon a prezentat trasformarea Radon [70]. Ra-
don a demonstrat matematic ca o functie poate fi reconstituita dintr-o multime finita de pro-
iectii. In 1937 matematicianul polonez Stefan Kaczmarz, a dezvoltat o metods pentru a gasi o
solutie aproximativa pentru un sistem de ecuatii algebrice de dimensiune mare. Datorita teoriei
matematice care sta la baza transformarii Radon si a algoritmului Kaczmarz a devenit posibila
reconstructia tomografica a imaginilor. Algoritmul lui Kaczmarz a condus la o alta metoda
puternica de reconstructie numita Tehnica Reconstructiei Algebrice - Algebraic Reconstruction
Technique (ART). ART a fost adaptata de catre Sir Godfrey Hounsfield si a fost folosita ca
metoda de reconstructie a imaginii la primul computer tomograf comercial.

Algoritmii ce mimeaza comportamentul furnicilor reale la gasirea celui mai scurt drum
dintre adapost si hrana folosind ca informatie o urma de substanta chimica, numita feromon,
depozitata de alte furnici, au fost aplicati cu succes la rezolvarea mai multor probleme de
optimizare.

In acesti algoritmi, membrii unei colonii de furnici artificiale coopereaza la rezolvarea pro-
blemei considerate, printr-un efort comun. In informatici si cercetiri operationale, algoritmii

37
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de optimizare ce folosesc colonii de furnici (Ant Colony Optimization - ACO) reprezinta o teh-
nica probabilistica pentru rezolvarea de probleme de optimizare combinatoriala ce pot fi reduse
la gasirea unor drumuri optime in grafuri.

Algoritmul a fost propus de Marco Dorigo in 1992, in teza sa de doctorat. De atunci au fost
elaborate un numar impresionant de lucrari ce studiaza optimizarea folosind colonii de furnici.

Algoritmii de optimizare cu colonii de furnici au fost aprofundati de Marco Dorigo in lucrari
cum ar fi [12],[27],[28]. Printre alti cercetatori care au studiat, de asemenea, algoritmii ACO,
amintim Cerello [18], Katteda [47], Schrijver [75], Pop si Pintea [20}, 22, 63, (64, 65].

La inceputul cercetarii in acest domeniu am studiat diverse tehnici de reconstructie a imagi-
nilor pornind de la datele furnizate de aparatura de imagistica medicala, de exemplu computerul
tomograf. Pe parcursul cercetarii am descoperit ca tehnicile de reconstructie a imaginilor au
fost combinate cu succes diverse euristici, tehnici bio-inspirate, inclusiv bazate pe colonii de
furnici artificiale.

Pornind de la aceste premise, am realizat o sinteza inclusa intr-un capitol de carte indexat
in Web of Science ca ISI Proceedings, publicat [66] ce prezinta cele mai interesante metode de
reconstructie ale imaginilor, in particular a imaginilor medicale. Lucrarea [66] mai cuprinde
si un scurt istoric al metodelor de segmentare si de determinare a conturului imaginilor cu
ajutorul coloniilor de furnici.

In descriere matematici, formularea algebrica este cea mai utilizatd pentru problema recon-
structiei imaginilor in tomografie.

Astfel, problema reconstructiei imaginilor in tomografie revine la problema rezolvarii unui
sistem algebric liniar de dimensiuni mari: Ax = b. Aceasta se face prin metode iterative

(aproximative).

J
j=1

Algoritmul Kaczmarz

In [68] se considera sistemul mentionat anterior Az = b. Fie A o matrice inversabila de
dimensiune J x J si b un vector coloand de dimensiune J. Fie 2* = b- A™! solutia unica a
sistemului de mai sus. Normalizam ecuatiile sale dupa cum urmeaza in ecuatia prin
procedura de scalare descrisa in ecuatia .

J
2 _ 2 _
(3.66) 1 44]1? = ZlAij =1,
(3.67) D 'Ax = D', cu D = diag (|| A1, - -, |As]]) -
Pentru aproximarea initiald xo din ecuatia (3.68)) definim succesiv Y ... 2®/) ¢ R’ dat

de ecuatia (3.69).
(3.68) o = (xg(),0)7x§0,0)7 - w((}o,o>> cR’
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I(O’O), A1 — bl
ZU(O’l), A2 — bg

;;(O,J) — p0g-1) _ [<x(O,J—1)7 AJ> _ in| A

201 — 4(00) _

:L‘(O’2) = a’;(o’l) —

A
As

(3.69)

mJ) € R sunt construite succesiv urmatoa-

r+1,0 _ IL‘T’J.

Atunci, pentru r > 0 arbitrar si o aproximare data

rele aproximari: z"tD  2+L)) € RY aga cum se arata in ecuatia (3.70), unde x

(3.70) b = plrli=1) _ [<x(r+1’i_1), Ai> — bi] A;, pentruoricei =1,...J.

Tehnica reconstructiei algebrice

Problema algebrica a reconstructiei imaginilor in tomografie este de a rezolva un sistem de
ecuatii liniare (Az = b), printr-o metoda simpla, metoda reconstructiei algebrice - Algebraic
Reconstruction Technique (ART). Modelul ART a fost prezentat de Gordon, Bender si Herman
[36] ca metoda de reconstructie a imaginii in tomografia de transmisie si este un caz special al
algoritmului lui Kaczmarz.

Fie L; multimea pixelilor de indice j pentru care pixelul j intersecteaza segmentul 7, si fie
|L;| cardinalul acestei multimi. Fie A;; = 1 pentru j din L; si A;; = 0 in caz contrar. Cu
i =k (mod I) + 1, pasul iterativ al algoritmului ART are la bazi ecuatia (3.71)).

)

(3.71) A+ = { xz y i (b= (A7) ) g€ Ly
Ty, ¢ L

unde k (mod I) este restul Tmpartirii lui k& la I. La fiecare pas al algoritmului consideram

eroarea b; — (Awk)i, asociata cu x, curent si ecuatia i, si o distribuim egal pentru fiecare pixel

ce intersecteaza L;.

Metoda ART poate fi considerata ca o metoda iterativa pentru rezolvarea un sistem liniar,
arbitrar, de ecuatii, Axr = b. Fie A o matrice cu elemente numere complexe, cu [ linii si J
coloane, si fie b un vector coloana cu I componente. Vrem sa rezolvam sistemul Ax = b. Pentru
fiecare indice ¢ fie H; hiperplanul de vectori J-dimensionali dat n ecuatia si P; operatorul
proiectie ortogonala pe H;:

(3.72) H; = {z] (Az), = by} .

Fie zq arbitrar; pentru fiecare numar natural k, fie i(k) = k (mod I) + 1 atunci pasul iterativ
al algoritmului ART este dat de ecuatia (3.73)):

(3.73) " = Pyt

Fiind dat un vector oarecare z, cel mai apropiat vector de z din H;, in sensul distantei euclidiene,

are componentele date de ecuatia (3.74)):



40 3. PROCESAREA IMAGINILOR FOLOSIND COLONII DE FURNICI

(3.74) xj =z + Aij (b — (A2);) / 2_:1 [ Ao

Céand sistemul Az = b are solutie exacta algoritmul ART converge catre solutia cea mai apro-
piata (in sensul normei euclidiene) de zy. Viteza de convergenta a algoritmului va depinde de
modul de ordonare al ecuatiilor din sistem. Este importanta evitarea ordonarii eronate, in care

hiperplanele H; si H;;1 sunt aproape paralele [16].
Algoritmul Landweber

Algoritmul Landweber [16] cu pasul iterativ dat de ecuatia (3.75) converge la solutia data
de metoda celor mai mici patrate, solutia cea mai apropiatd de vectorul intial z°. Valoarea
furnizatd 0 < v < 2/A\nae este cea mai mare valoare proprie a matricei pozitiv-definita ATA,

unde AT reprezinta conjugata transpusei matricii A.

(3.75) " = gk 4y AT (b — Axk)

Algoritmii EMML si SMART

Algoritmii Ezpectation Mazimization Mazimum Likelihood (EMML), ART simultan multi-
plicativa (Simultaneous Multiplicative ART - SMART) i metodele “rescaled” iterative pe blocuri
(Rescaled Block - Iterative - RBI) au la baza o distanta dintre vectori nenegativi numita dis-
tanta Kullback-Leibler (KL) [16]. Pentru o > 0 si 8 > 0 distanta Kullback-Leibler de la « la
este data de ecuatia (3.76) unde K L(«,0) = 400, si KL(0,5) = 5.

(07

(3.76) KL(a,p) :alogﬂ + 5 —a.

Se poate face extindere la vectori nenegativi orientati astfel incat ecuatia (3.77)) este corecta.
J

(3.77) KL(z,z) =Y KL(z;, 7).
j=1

Spre deosebire de distanta euclidiana, distanta KL nu este simetrica. Avand la baza minimizarea
celor doua distante K L(Az;b) si KL(b; Ax) in raport cu vectorul z se gasesc douad solutii
aproximative ale sistemului Ax = b.

Algoritmul EMML minimizeaza distanta KL(b, Az), in timp ce (SMART) minimizeaza
KL(Azx,b) [15]. Aceste metode sunt dezvoltate in principal pentru a fi aplicate la reconstructia
imaginilor tomografice, desi pot fi folosite in mult mai multe domenii. In cazurile in care exista
solutii nenegative pentru sistemul Ax = b, algoritmul SMART converge la solutia nenegativa
ce minimizeaza K L(x, x¢); algoritmul EMML converge de asemenea la o solutie nenegativa, dar

nu exista o descriere explicita a solutiei.
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3.3. Metoda Colonilor de Furnici cu modele de procesare a imaginilor medicale

3.3.1. Ant Colony Optimization-ACO: Tehnica coloniilor de furnici

Metaeuristica AC'O folosegte furnici artificiale pentru a construi solutia optima pentru pro-
blema tinta. Furnicile cauta cea mai buna solutie a problemei parcurgand spatiul de cautare,
depozitand feromoni in timpul procesului de cautare. Mai exact, presupunand ca in spatiul de
cautare, X format din M; x My noduri, exista K furnici angajate in cautare, tehnica ACO
poate fi rezumata, conform lui Tian et all in [88], dupa cum urmeaza:

e Se initializeaza K furnici si matricea feromonilor, 7();
e Pentru fiecare pas de constructie cu indexul n =1: N
Pentru fiecare furnica k =1: K
* Se muta consecutiv a k furnica un numar de L pasi in concordanta cu
matricea probabilitatii de tranzitie;
Se actualizeazd matricea feromonilor 7(;

e Se decide solutia problemei in conformitate cu matricea finald de feromoni 7(V).

Exista doua faze majore pe care ACO le implica: sa construiasca matricea tranzitiei de
probabilitate, p™, si si actualizeze matricea feromonilor, 7. Problemele si solutiile lor vor fi
expuse in cele ce urmeaza.

La pasul n al algorimului a k-a furnica se muta de la nodul I la nodul J cu probabilitatea

de tranzitie data de

(757")" ()’
2 Jeq, (71(7}_1))& (n1)°

(3.78) P, = . ifJeqy,

Y este valoarea feromonului existents pe arcul care leaga nodrile I si J, la pasul

unde 7"
de constructie n — 1; 77, este valoarea euristicii existenta pe arcul care leaga nodurile I si J,
valoare care este la fel pentru toti cei N pasi de constructie; «, 8 sunt factori de ponderare a
feromonului, respectiv a euristicii; {2; este vecinatatea de 8 noduri a nodului I, pentru fiecare
dintre nodurile spatiului.

Informatia din matricea feromonilor este actualizata de doua ori: prima data dupa mutarea
fiecarei furnici, la fiecare pas de constructie, iar a doua actualizare are loc dupa ce toate cele K
furnici s-au mutat, in fiecare etapa de constructie. Prima actualizare, cea locala se face dupa

mutarea furnicii £ la pasul de constructie n conform cu ecuatia (3.79) din lucrarea [88].

(3.79) Ty = (n—1)

(n) 7t (1—p) +p- A7y,  daca (I,J) se giseste pe traseul optim;
T altfel.

unde p este rata evaporarii feromonului, A7y, este cantitatea de feromon ramasa pe arcul (7, J).
Mai mult, traseul optim specificat in ecuatia (3.79) poate fi ales dintre traseul gasit la pasul

curent, traseul initial, sau o combinatie a traseelor.
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A doua actualizare, cea globald, este executata folosind ecuatia (3.80) din lucrarea [27],

dupa cum urmeaza:

unde ) este rata evaporarii feromonului.
Algoritmul furnizeaza in final solutii fezabile pentru problemele complexe de optimizare si

control distribuit intr-un interval de timp bine stabilit.

3.3.2. State-of-art: Modele bazate pe colonii de furnici pentru procesarea
imaginilor medicale

Metaeuristica Ant Colony Optimization (ACO) [27)] este in prezent cea mai utilizatd metoda
metaeuristica de rezolvare a problemelor dificile ce are la baza comportamentul coloniilor de
furnici.

Prelucrarea imaginilor face parte din clasa problemelor dificil de optimizat. In acest sens,
cand o imagine contine multiple obiecte grupate, suprapunerea lor poate ascunde structura
imaginii. Tehnicile de segmentare existente nu sunt capabile sa prelucreze implicit portiu-
nile imaginii, astfel in articolul [47] se propune o abordare hibrida numita metoda bazata pe
optimizarea bazatd pe colonii de furnici - ACO si logica Fuzzy (Fuzzy Logic - FL).

Tehnicile (FL) au fost folosite pentru aplicatii de procesarea imaginilor precum detectia
conturului, extragerea caracteristicilor, si grupare. Logica fuzzy imita logica umana de intre-
buitare a rationamentelor care sunt mai degraba aproximative decat exacte. Un concept de
baza in FL este regula fuzzy "if-then" [47]. FL poate, de asemenea, modela functii neliniare de
complexitate arbitrara cu gradul dorit de precizie.

Tehnica hibrida ce combina tehnicile ACO si FL, conduce la obtinerea unei informatii
structurale imbunatatita a imaginii. Pentru inceput, folosind FL se stabileste o regula de baza.
Ulterior se utilizeaza ACO, agentii autonomi colectand valorile intensitatilor fiecarui pixel al
unei imagini. Acest pixel este asociat unui anumit grup de agenti pe baza regulii fuzzy. Exista
un algoritm care include modul in care se constituiesc grupurile de pixeli. Acest algoritm este
descris in [47].

Exista patru reguli care se aplica liniilor orizontale si verticale de valori de gri ce se gasesc
in jurul punctului analizat. Din punctul de vedere al constructiei fuzzy, datele de intrare au
valori de intensitate ale nuantelor de gri cuprinse intre 0 si 255. In functie de regulile dorite
nivelurile de gri se convertesc la valorile ce vor fi folosite in functiile membru. Metoda [47]
elimina implicit gruparile gregite si astfel genereaza rezultate mai bune decéat algoritmul ACO
original, si extrage implicit obiectele din imagini. Avantajele acestei abordari sunt: exista un
set redus de reguli fuzzy de interferenta; evita gruparile gresite ale intensitatilor care apartin
regiunilor ce se suprapun, si nu este necesara aplicarea unui filtru Tnainte de procesare.

In [1I8] este propus un model numit Channeler Ant Model (CAM) ce se bazeazi pe capa-
citatea naturald a furnicilor de a se descurca in medii tridimensionale (3D) cu ajutorul auto-

organizarii si a comportamentului emergent. Modelul este deja folosit la detectarea automata
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a nodulilor la plaméni. Avantajul major al modelului este acela ca furnizeaza o solutie eleganta
pentru problema segmentarii structurilor D in medii cu paraziti care au un nivel necunoscut
de intensitate. Sarcina coloniei CAM este de a furniza harti de feromoni 3D ale volumului
explorat, care vor fi folosite ca punct de plecare pentru segmentarea structurilor. Performanta
algoritmului este superioara in cazul in care nivelul parazitilor are o intensitate scazuta si se
dovedegte a fi potrivit pentru segmentari de forme si intensitati diferite pe fundal, cu intensitate
crescuta a zgomotului.

In lucrarea [38] sunt propuse aplicatii ale ACO in rezolvarea problemelor de procesare a
imaginii cu referinte la tehnicile de optimizare automata ale imaginii. Problema optimizarii
foloseste ACO si obiectivul este sa maximizeze numarul de pixel din muchii, s& mareasca inten-
sitatea globala muchiilor, si sa creasca valoarea entropiei. Rezultatele obtinute indica faptul ca
algoritmul ACO propus are randament mai bun 1n ceea ce priveste atdt maximizarea numarului
de pixeli de pe muchii cat gi evaluarea obiectivelor acceptate pentru evaluare decat algoritmii
genetici Genetic Algorithms (GAs) si algoritmii de optimizare a coloniei Particle Swarm Opti-
mization (PSO). ACO este mai atractiv pentru ca sunt mai putini parametri de ajustat decit
la algoritmii PSO si GA. Noul algoritm ACO produce rezultate de calitate mai buna dublate
de eficienta computationala.

In [29] este prezentat un model extins de algoritm bazat pe colonii artificiale de furnici des-
tinate sa evolueze in habitate de imagini digitale. Colonia isi poate adapta numarul populatiei
in functie de tipul imaginii in care evolueaza si reactioneaza mai rapid decat la schimbarea
imaginii. Variatia numarului populatiei este obtinuta pe baza adaptarii procesului de imba-
trdnire (si moarte) gi, de asemenea, de reproducere dupa cum urmeaza: o cantitate fixata de
energie e(0) este asociata fiecarei furnici. Pentru fiecare generatie energia e(a) este actualizata,
iar varsta furnicii, a, este masurata in pagi de timp. Valoarea e(a) este calculata prin scaderea
unei cantitati fixe de energie din energia pe care o are furnica la pasul anterior, si adunarea
unei cantitati dinamice inspirati din traseul de feromoni. In articolul [29] sunt examinate di-
ferentele dintre colonii cu numar fix al populatiei (Swarms with Fixed Population Size - SFPS)
si colonii cu numar variabil al populatiei (Swarms with Varying Population Size - SVPS) in
cazul In care evolueaza in medii statice. La SVPS se contureaza o imagine ce se aseamana cu
imaginea originala mai rapid, in mai putine generatii [29]. Pentru cateva imagini, harta fero-
monilor au caracteristici diferite: regiunile omogene contin mai putini paraziti, dind impresia
ca furnicile converg mai eficient in zonele eterogene ale imaginii. Algoritmul SVPS este mai
capabil sa produca harti de feromoni mai precis i cu mai putini paraziti, harti ce reflecta con-
tururile imaginii. Modelul cu populatie variabila este rapid si mai eficient in crearea urmelor de
feromoni pe muchiile imaginilor. Costurile computationale ale procesului de reproducere sunt
nesemnificative gi timpii rulare ai algoritmilor SFPS/SVPS sunt similari.

Detectarea muchiilor se refera la gasirea punctelor unde au loc schimbari bruste ale intensi-
tatilor si relationarea lor in mod corespunzator. Lucrarea [4] prezinta o comparatie a metodelor
de detectare a muchiilor bazate pe variarea gradientului. Metoda cu prag simplu este folosita
aici pentru a partitiona histograma imaginii printr-un prag simplu si global T, segmentarea este

obtinuta prin scanarea imaginii, pixel cu pixel, si etichetarea fiecarui pixel ca facdnd parte din
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muchie sau nu, in functie de nivelul sau de gri - daca este mai mare sau mai mic decat valoarea
lui T.

Detectarea muchiilor intr-o imagine reduce semnificativ cantitatea de date si filtreaza infor-
matia inutila la prezentarea structurilor importante dintr-o imagine. Detectarea muchiilor in
imaginile cu multi paraziti din moment ce atat muchiile cat i zgomotul sunt bogate in continut.
Se obtin rezultate mai bune prin aplicarea unor filtre inaintea detectarii muchiilor [4].

Stabilirea pragului este primul pas in multe probleme industriale. In [52] autorii propun
un algoritm de optimizare combinand doua abordari, una parametrica: FM - expectation-
maximization gi una neparametrica: ACS-Otsu - Ant Colony System. Algoritmul hibrid [52]
poate fi considerat o abordare in doua faze cu doua obiective, prin Imbinarea algoritmului EM
cu algoritmul ACS-Otsu. Intai ACS-Otsu cauti praguri, nivel cu nivel, pentru imaginea dati,
apoi, cand Incepe faza a doua furnicile construite sunt evaluate dupa doua criterii.

Prima data furnicile sunt evaluate in baza variantelor intre clase; apoi parametrii initiali ai
fiecarei furnici sunt evaluati in functie de curba de ajustare a erorii gi cei mai buni parametri
sunt furnizati algoritmului FM. Algoritmul FM functioneaza pana la indeplinirea criteriului
de convergenta. Cand EM se opreste sunt determinate pragurile optime. A doua faza se va
desfagura pana la executarea numarului maxim de iteratii din algoritmul hibrid. Algoritmul

hibrid este capabil sa produca o segmentare de calitate Intr-un timp stabil si rezonabil al CPU.

3.4. Tehnica ACO pentru extragerea conturului imaginilor medicale

Metaeuristica ACO folosita pentru extragerea conturului foloseste furnici artificiale care se
misca intr-o imagine bidimensionala pentru a construi matricea feromonilor. Fiecare element
al matricii feromonilor reprezinta imformatia referitoare la conturul din imagine.

Abordarea propusa incepe cu procesul de initializare, ruleaza pentru N pasi pentru a crea

matricea feromonilor si se incheie cu procesul de decizie, In care se extrage conturul imaginii.

3.4.1. Procesul de initializare

In procesul de initializare cele K furnici sunt plasate aleator in imagine. Fiecare pixel al
imaginii este un nod al grafului. Fiecare valoare a matricii de feromoni initiale, 7o), este setata

la o valoare constanta 7;,;;.

3.4.2. Procesul de constructie

La pasul de constructie n, n = 1, N, o furnici oarecare este aleasa din cele K, aceasta se
deplaseaza L pasi consecutivi. Cei L pasi se numesc pasi de migcare. Furnica se va muta de la
nodul I la nodul J in conformitate cu probabilitatea de tranzitie din ecuatia (3.78).

In procesul de constructie exitd dous aspecte importante. Primul aspect este construirea
euristicii, 7;;, din ecuatia (3.78).

In acest capitol se propune calcularea valorii euristicii conform cu statistica locali a pixelului
I ;.
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Lizjo | lizjr iz ALizjea|Lizj+3
- Noa T

Li+1,5.2 [T+ 1,5+
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FIGURA 1. Zona "clique" conform [88] include configuratia locala a pixelului
I; j, pentru calculul valorii variatiei V,(I; ;) definita prin (3.82). Pixelul I, ; este

reprezentat prin patratul gri.

1
(3.81) Nij = EVcUm‘),
unde Z = Y, 21, Vel(d, 7)), este un factor de normalizare, I; ; este valoare intensitatii
pixelului din pozitia (7, j) din imagine, V.(1; ;) este o functie care proceseaza o zona din imagine
numita "clique” definita in [88]. Aceasta este prezentata in Figura (1| si este notata cu cl; ;.
Valoarea V.(I; ;) depinde de variatia valorilor intensitatii din imagine din interiorul lui ¢ ;.

Mai exact, valoarea V_(I; ;) din pixelul ; ; conform [88] este

Vellij) = f(licajo1 — Livojia| + | icajo1 — Livoj—1| +
(3.82) [lic1j—2 — Liprjeo| + [ Llic1j—1 — i1 | +
(i1 — Livrgan] + Hicrjin — Liga | +

[Lic1 2 = Livrgoal + Hijo1 — Lijal) -

Pentru f(-) din ecuatia (3.82]), am considerat operatorii prezentati in cele ce urmeaza (prin
ecuatiile [3.83] [3.84] [3.87] si [3.86)), si ilustrati in Figura [2|

(3.83) f(z) = \z?, pentru z > 0,
sin ™ , 0< <\
(3.84) f(z) = 2\

0, altfel.
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F1GURA 2. Operatorii procesului de constructie ACO: a) operatorul ((3.83))

cu parametrul A = 10; b)operatorul (3.84)); ¢) operatorul inovator propus: ({3.85)):
KH-operator, d) operatorul inovator propus: ({3.86): x-operator.

(3.85) fz) = :

(I=A)-z+ X 2zsinl  dacd z #0;
0, daca z = 0.

(3.86) f(z) = (1_X(x’%xSin%))x"‘X(x’%mSini)‘%xsin% daca x # 0
| 0 daca x = 0.

unde y : R x R — [0, 1),

2?2

3.87 T,Y) = :
Parametrul A din ecuatiile (3.83)) si (3.84) ajusteaza forma operatorilor.
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Noutate in utilizarea operatorilor.

e Introducerea noului operator KH-operator (3.85)). Pe parcursul cercetarii efec-
tuate cu privire la perturbarile admisibile ale operatorilor demicontractivi, folosind
perturbarea Krasnoselskij operatorului demicontractiv , am obtinut operatorul
dat in ecuatia , denumit KH-operator.

Am observat ca operatorul poate fi folosit ca functie test pentru constru-
irea valorii euristicii din acest algoritm. Acest operator nu a mai fost folosit in aceasta
forma sau in algoritmii pentru extragerea conturului.

e Introducerea noului operator y-operator . Am considerat operatorul per-
turbare admisibild definit in [73], prin ecuatia (1.16). Operatorul din ecuatia
denumit y-operator este un operator perturbare admisibila obtinut prin aplicarea func-
tiei y, definita in ecuatia , operatorului demicontractiv dat prin ecuatia ([2.21]).

e Utilizarea operatorilor si (3.84). Operatorii si (3.84)), sunt functii test
care au fost folosit si in lucrarea lui Tian et all [88]. Am folosit acesti operatori pentru
a evalua performantele noilor operatori, definiti prin ecuatiile (3.85)) (KH-operator) si

[3-86) (x-operator).

Un alt aspect crucial pe langa stabilirea operatorilor din procesul de constructie este fixarea
domeniului in care se poate migca furnica din nodul (I,m), adica €, din ecuatia (3.78). In
lucrare am stabilit un domeniu de 8 noduri, prezentat in Figura [3]

-Ii.-l,j-l L}l,j I"_Lj'+
L L

v | Tt

L+1_. j-1 | i+1,j L‘.+1, i+

FiGUurA 3. Domeniul procesului de constructie ACO: vecinatate de 8 no-
duri pentru pixelul I; ; (nodurile din vecinatate sunt marcate cu gri.)
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3.4.3. Procesul de actualizare

Algoritmul foloseste doua operatii de actualizare a matricii feromonilor. Prima operatie
are caracter local, si este folosita dupa ce fiecare furnica se muta la fiecare pas de constructie.
Fiecare element al matricii este actualizat conform ecuatjiei (3.88)

e (I=p)+p- ATi(f), daca I; ; este vizitat de agentul curent;

(3.88) W= {

Tz-(f_l) , altfel.

A doua actualizare are caracter global si se realizeaza dupa mutarea tuturor furnicilor la fiecare

pas de constructie conform ecuatiei (3.89)).

unde 1) este rata de evaporare a feromonului.

3.4.4. Procesul de decizie

In aceast faza a algoritmului se ia o decizie (binars) pentru fiecare pixel in parte, adica se
stabileste daca face parte sau nu din contur. Decizia se ia prin aplicarea unui prag 7" matricii
finale de feromoni 7™ . Pragul este stabilit folosind un procedeu propus de Dorigo et all,
prezentat si in lucrarea [60].

3.5. Rezultate practice in rezolvarea problemei de detectare a conturului

imaginilor medicale folosind colonii de furnici

In aceasta sectiune se prezinta o parte a rezultatelor proprii obtinute in decursul anilor de

cercetare.

e Abordare inovativa teoretica.

Am utilizat operatorii demicontractivi in termenii perturbarii admisibile, Intr-un

algoritm de optimizare cu colonii de furnici ce detecteaza conturul imaginilor medicale.
e Abordare inovativa practica.

In cele ce urmeazi sunt detaliate rezultatele practice obtinute folosind diverse
imagini medicale reprezentate in Figura {4 si preluate: Brain CT - din surse proprii,
Vocal MRI din lucrarea [40], Hand X-ray din [1], si Head CT din [72].

Abordarea propusa a ACO a fost implementata folosind Matlab si a fost rulata
pe un computer AMD Rysen 5 2500U, 2GHz.

Rezultatele experimentale produse de algoritmul ACO - edge detection vor
fi prezentate in cele ce urmeaza si sunt comparate intre ele. S-au folosit parametrii
stabiliti in lucrarea [88].

Figurile 5-8 ilustreaza imaginile cu conturul generat folosind fiecare dintre ope-
ratorii ([3.83)), (3.84), si In special operatorii inovatori propusi de autorul tezei: ([3.85)):

KH-operator si (3.86)): x-operator.
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Rezultatele includ si timpii de executie pentru fiecare imagine si pentru fiecare
metoda de extragere a conturului. Tabelul ilustreaza timpul de rulare In secunde

folosind operatorii specificati: (3.83)), (3.84), (3.85) si (3.86).

Operator | Operator | Operator inovator | Operator inovator
(3.83) (3-34) (3.85) (3-36)
Brain_ CT 47.2442 47.0982 48.2437 47.0464
Vocal MRI | 138.9476 | 139.8230 140.2909 126.6480
Hand Xray | 189.3574 | 204.5009 202.6446 185.6683
Head CT 38.8062 29.5953 38.6136 41.5907
Time Average | 103.58885 [ 105.25435 | 107.4482 |  100.23835

TABELUL 1. Timpul de executie (in secunde) obtinut folosind algoritmul ACO
- edge detection pentru imaginile medicale: Brain CT, Vocal MRI, Hand X -
ray si Head CT folosind operatorii , si inclusiv operatorii inovatori
propusi (3.85) (KH-operator) si (3.86) (x-operator).
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FIGURA 4. Set de imagini test: a) Brain CT (126 x 128); b) Vocal MRI [40]
(225 x 225), ¢) Hand X-ray (225 x 225) [1], d) Head CT (128 x 128) [72].
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FicUurA 5. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru de-
terminarea conturului imaginii medicale Brain CT folosind: a) operatorul ,
b) operatorul , ¢) operatorul inovator propus: KH-operator, d) ope-
ratorul inovator propus: x-operator.
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FI1GURA 6. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru deter-
minarea conturului imaginii medicale Vocal MRI folosind: a) operatorul ,
b) operatorul , ¢) operatorul inovator propus: KH-operator, d) ope-
ratorul inovator propus: x-operator.
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F1GURA 7. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru deter-
minarea conturului imaginii medicale Hand X-ray folosind: a) operatorul (3.83),
b) operatorul , ¢) operatorul inovator propus: KH-operator, d) ope-
ratorul inovator propus: x-operator.
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FicurA 8. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru de-
terminarea conturului imaginii medicale Head CT folosind: a) operatorul ,
b) operatorul , ¢) operatorul inovator propus: KH-operator, d) ope-
ratorul inovator propus: x-operator.
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Analiza rezultatelor.

e Timp de rulare. Dupa cum se poate vedea in Tabelul timpul de executie, pentru
cele patru metode este in medie similar ( Time Average), dar se remarca timpul pentru
operatorul inovator propus ([3.86)) (x-operator) ca fiind cel mai bun.

Dimensiunea imaginii este insa extrem de importanta in determinarea timpului
de executie.

e Rolul operatorilor demicontractivi.

A fost necesar sa stabilim un prag de similaritate al rezultatelor obtinute, pentru
a constata daca operatorii demicontractivi pot fi folositi in algoritmii de extragere a
conturului unei imagini.

Asfel, am constat ca in imaginea generata folosind perturbarea admisibila Kra-
snoselskij, (3.85) (KH-operator), sunt: 740 pixeli care nu au fost detectati in conturul
obtinut cu operatorul ; 593 pixeli care nu apar in conturul generat cu operatorul
; 677 pixeli care nu apar in conturul generat cu operatorul (x-operator).

Pe de de alta parte, se poate observa ca informatia legata de contur obijnuta cu
operatorul contine mai multi pixeli decat cea obtinuta cu (KH-operator),
astfel ca am efectuat contorizarile si invers. Au existat 400, 696, respectiv 657 pixeli

detectati de operatorii (3.83), (3.84)), respectiv (3.86) (x-operator) si nedetectati de

operatorul (3.85)) (KH-operator).
Contorizarea a fost efectuata si pentru (3.86)) (x-operator) in raport cu opera-

torii si . Am gasit mai multi cu 637, respectiv 556 pixeli determinati cu
perturbarea "x", si nedetectati de operatorii mentionati. Am detectat 317 si 679
pixeli cu operatorul , respectiv , si nedetectati de perturbarea "x".

Figura , a) ilustreaza valorile obtinute prin contorizare pentru imaginea Brain C'T.

Am efectuat contorizari similare gi pentru celelalte trei imagini (Vocal MRI,
Hand X-ray si Head CT). De fiecare datd au existat pixeli detectati cu unul dintre
operatori si nedetectati de altii.

Acest fapt a condus la ideea construirii unui nou contur care sa contina toata
informatia obtinuta in ceea ce priveste conturul, cu toti cei patru operatori, pentru
fiecare imagine, in parte.

Figura [J ilustreaza imaginile rezultate folosind toti operatorii specificati.

e Concluziile meritorii ale experimentelor includ obtinerea unui rezultat de succes al
problemei contururilor obtinut prin utilizarea operatorilor propusi de autor: (KH-
operator) si mai ales a operatorului ) x-operator. O alta concluzie importanta
este rezultatul de Inalta calitate obtinut la faza de suprapunere a contururilor unde
fiecare operator in parte isi aduce contributia sa.

Suprapunerea contururilor folosind toti operatorii implicati determina un contur
mai compact gi corect decét cele obtinute cu fiecare tehnica individuala in parte (Figura
@. Figura |10 include suprapunerea imaginilor originale peste Figura |§|
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FicUurA 9. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru toti

operatorii implicati in teste ((3.83)),(3.84)), (3.85)) si (3.86)) pentru determinarea
conturului imaginilor medicale: a) Brain CT b) Vocal MRI ¢) Hand X-ray d)
Head CT.
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F1cUrA 10. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru toti
operatorii implicati in teste ((3.83)),(3.84)), (3.85) si (3.86)) pentru determinarea
conturului imaginilor medicale (a) Brain CT b) Vocal MRI ¢) Hand X-ray d)

Head CT) suprapuse peste imaginea originala.
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3.6. Concluzii

In acest capitol se prezinti noile tehnologii de procesarea imaginilor, inclusiv a tehnicii in-
spirate de coloniile de furnici (Any Colony Optimization, ACO). ACO-edge detection a fost
folosit, cu succes la extragerea contururilor imaginilor medicale. Algoritmul utilizeaza furnici
artificiale care, pe parcursul algoritmului aduna informatii care vor duce la extragerea contu-
rului. Furnicile creeaza si actualizeaza matricea ce contine informatia referitoare la feromoni,
si folosesc o euristica data apriori in algoritm.

Contributia personala este conceperea si folosirea a doua functii noi care intra in componenta
euristicii din acest algoritm.

Am definit functiile de test: : KH-operator si : x-operator. Functiile sunt
perturbari admisibile ale unui operator demicontractiv, dat in exemplul . Perturbarile
admisibile sunt perturbarea Krasnoselskij, prezentata pentru prima datd de Rus in [73], si
perturbarea y descrisa in ecuatiile , si .

Experimentele au fost realizate pe un set de imagini medicale specific (Figura [4]).

Se prezinta rezultatele de succes ale aplicarii noilor functii de test (KH-operator si x-
operator) in comparatie cu rezultatele obtinute folosind functjii test folosite anterior in lucrarea
lui Tian et all [8§].

In urma studiului s-a constatat ci operatorii (KH-operator si x-operator) pot
fi folositi cu succes la extragerea conturului imaginilor medicale. Timpul de rulare pentru
operatorul inovator propus (x-operator) a fost in medie cel mai scurt (Tabel .

Deoarece conturul imaginilor difera in functie de operatori: unele parti sunt extrase in timp
ce altele sunt ignorate am observat ca este eficienta suprapunerea contururilor obtinute cu toti
cei patru operatori pentru a obtine un contur apropiat de cel original (Figurile [9410]).



CAPITOLUL 4

Strategii inovative in procesarea imaginilor folosind

colonii de furnici sensibile

4.1. Introducere

In acest capitol se prezinti rezultatele obtinute folosind un algoritm inovativ inspirat de
coloniile de furnici. Inovatia consta in introducerea unui parametru, un vector ce modifica
comportamentul furnicilor agenti. Vectorul se numeste Pheromone Sensitivity Level (PSL)
vector. Furnicile sunt dotate cu niveluri diferite de sensibilitate la feromonul artificial, deter-
minand reactii diferite la domeniul dinamic in care se se miscd. In continuare este prezentat

contextul teoretic de utilizare a vectorului PSL propus de Pintea si Ticala in [66].

4.2. Propunere algoritm: Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model
(HMIP — SAM)

Sectiunea curenta prezinta un nou model teoretic, hibrid bazat pe colonii de furnici(ACO) [27]
denumit Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HMI1P—SAM); modelul poate
fi folosit la procesarea imaginilor medicale.

Din metaeuristica Ant Colony Optimization (ACO) se foloseste in special euristica Ant
Colony System (ACS). Aceasta implicad o comunicare directa inspiratd din sistemele multi-
agent; se folosesc niveluri diferite de sensibilitate ale furnicilor artificiale pentru imbunatatirea
solutiei In problema procesarii imaginilor.

In ACO, furnicile artificiale vor construi solutii prin drumuri stocastice intr-o constructie
complet conectata. Traseul de feromoni artificial reprezinta "urma' procesului. Traseul de
feromoni este actualizat pe parcursul procesului.

Calitatea solutiei partiale este data de cantitatea de feromoni care este modificata pe par-
curs. Solutia globala este gasita dupa ce toate furnicile sunt ghidate, pe baza informatiilor
anterioare date de feromoni, catre regiuni promitatoare din spatiul de cautare.

Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HMIP — SAM) foloseste Sensitive
Ant Model (SAM) |20}, 21] prezentat de catre Chira C., Pintea C.M. si Dumitrescu D. si
folosit la rezolvarea de probleme complexe de optimizare, ce includ probleme de rutare clasice
si generalizate [20] - [23], [63] - [65]

Modelul SAM foloseste furnici capabile sa comunice indirect, stigmergic, pe baza traseului
de feromoni. In SAM furnicile - agenti sunt inzestrati cu diferite grade de eterogenitate pentru
a putea sa-gsi Imbunatateasca capacitatile de cautare. Agentii sunt dotati cu diferite nivele de
sensibilitate a feromonilor artificiali (pheromone sensitivity level, PSL) ce induc diferite tipuri
de reactii intr-un mediu dinamic.

59
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Echilibrul dintre explorare si exploatare poate fi obtinut prin folosirea comunicarii indirecte
cat si prin antrenarea agentilor eterogeni.

Valoarea PSL este exprimata printr-un numar real din intervalul unitate [0, 1]; cAnd valoarea
este 0 agentul ignora complet informatia, iar pentru valoarea 1 are sensibilitate maxima la
feromoni.

In cazul in care valoarea PSL este mica inseamna ci agentii pot alege deplasarea pe drumuri
cu nivele mari de feromoni, sunt independenti si sunt exploratori ai mediului. Pentru valori
mari ale PSL agentii sunt sensibili la traseul de feromoni si exploateaza intensiv regiunile de
cautare promitatoare.
sau descregte pe baza topologiei spatiului de cautare codata (incapsulata) in experienta furni-
cilor / agentilor.

Vom folosi in continuare urmatoarele notatii si specificatii:

e ;. (L, k) este probabilitatea ca agentul k sa aleaga ca nod urmator nodul « pornind din
nodul curent 7 ;
e Probabilitatea de tranzitie re-normalizata a agentului & (influentata de PSL) este spe-

cificatd de relatia [£.90]

(4.90) spiu(t, k) = pi(t, k) - PSL(t, k).

e PSL(t, k) reprezinta valoarea PSL a agentului k£ la momentul ¢.
e Pentru fiecare nod i este adevarata relatia [4.91}

(4.91) > spu(t k) < 1.

u

e Probabilitatea de trazitie asociata starii virtuale vs este data de relatia

(4.92) SPiws(t k) =1 = spau(t, k).

u

e Pentru un agent k£, la momentul ¢, au loc relatiile si 4.94]

(4.93) Spiws(t,k) =1—PSL(t, k) pr(t, k),

(4.94) Spiws(t,k) =1— PSL(t, k).

4.2.1. Factorul de eterogenitate si segmentarea imaginilor

Probabilitatea re-normalizatd sp;,s(t, k) poate fi corelata cu eterogenitatea sistemului din
momentul ¢. O interpretare pentru sp;.s(t,k) este eterogenitatea granulara agentului & la

iteratia ¢t. Agadar, masura eterogenitatii sistemului este conform ecuatiei ( [4.95):
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(4.95) E=Y3 (spiunlt. )

Eterogenitatea minima este asociata cu senzitivitatea maxima la feromonii artificiali a agen-
tilor SAM, iar eterogenitatea maxima corespunde unei senzitivitati nule a agentilor SAM. Va-
riabila F masoara eterogenitatea unui sistem SAM, spre deosebire de corespondenta ei din
varianta ACS.

In practica se alege o nou# miscare pe baza unei reguli proportional pseudo-aleatorie de tip
ACS, unde probabilitatile de tranzitie de tip SAM sunt luate in considerare, iar mecanismul se
numeste regula de decizie a starii virtuale.

Noua tehnica Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HMIP — SAM) este
o tehnica specifica pentru imagistica medicala bazata pe Sensitive Ant Model (SAM) [20, 21].
Nivelele diferite de sensibilitate nou introduse au scopul de a influenta faza de actualizare a
feromonilor.

In Imagistica medicald (Medical Image Processing) este vital pentru viata pacientilor sa
se foloseasca mecanisme foarte precise pentru segmentare a imaginii, detectarea conturului si
evitarea perturbatiilor, a zgomotului ("noise").

Pentru imbunatatirea segmentarii imaginilor medicale vom introduce factorul de eterogeni-
tate. Furnicile, in strategia de cautare ACO, folosesc diferite niveluri de sensibilitate. Algo-
ritmul HMIP — SAM foloseste diferite strategii pentru a ghida actiunile furnicilor care sunt
distribuite pe fundalul si in figurile tinta din imagine.

Pentru inceput ne vom referi la fundal si imaginea tinta. Perturbarea, zgomotul unui imagini
necesita procesari speciale.

Procesul de segmentare, de creare a clusterelor se bazeaza in general pe [53] care utilizeaza
de asemenea eterogenitatea.

e Centrele clusterelor initiale sunt valori de gri: numarul a n puncte de varf, cu n fiind
si caracteristica gri; aceasta reduce timpul de rulare al algoritmului.
o Este stabilita la zero valoarea gradient a centrelor initiale. Celelalte valori gradient ale

centrelor clusterelor sunt specificate in ecuatia [4.96]

(4.90) af = e (3 g )

m j=1,.n “

unde gd(,j) este valoarea gradient a pixelului (i,7), iar dimensiunea imaginii este
m X n.

e Este stabilitd valoarea proprie a vecinatitii pentru fiecare centru initial ev = 8. In
timp ce algoritmul ruleaza caracteristicile vecinatatilor centrelor clusterelor va fi 6, iar

in particular, cdnd exista zgomot, valoarea va fi 3 (aga cum este precizat si in [53]).

Dupa determinarea centrelor clusterelor initiale, algoritmul cauta cea mai buna impartire
in clustere / segmentare a imaginii. Functia euristica ce indica probabilitatea cu care pixelul
urmator poate fi asociat unei clase, este similaritatea.

Similaritatea 1 a cautdrii curente si a centrului clusterului este specificata in ecuatia [4.97
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(4-97) Nij = 75—

unde r este raza clusterului.

4.2.2. Similaritatea conexiunilor in detectarea conturului.

In procesarea imaginilor medicale, in faza detectarii muchilor (zone cu puternice contraste
de intensitate), migcarile furnicilor au la baza diferente ale valorii similaritatii ev - in vecinatatile
pixelilor.

Pentru a imbunatati performanta cautarii modelului bazat pe colonie de furnici se foloseste
valoarea cea mai mare a diferentelor de adiacenta si similaritatea maxima a conexiunilor [26].
Valoarea cea mai mare a diferentelor de adiacenta a varfului este valoarea identificata de furnici
din diferentele vecinatatilor importante.

Similaritatea conexiunilor este maxima cand furnicile gasesc pixeli langa varful real. Functia

euristica pentru varf este modificata conform ecuatiei (4.98)), [53].

ZleNEj lp; — il
ev-maz{l,|p; — pi|}’

(4.98) Moy =

unde p; este intensitatea pixelulului i; p; este intensitatea pixelului j de langa pixelul ¢;
max{1l,|p; — p;|} este factorul similaritate maxima a conexiunilor care ghideaza furnicile in
cautare; NE; este o multime de ev (in general opt) pixeli din zona de cautare. In principiu,
cand 7; ; din ecuatia este zero, furnicile se opresc.

Detectarea contururilor intr-o imagine este o sarcina delicata. Pentru a gasi o harta a
varfurilor adecvata, si a nu se bloca la o solutie partiala care se bazeaza pe comunicare indirecta,
furnicile ca agenti pot fi inzestrate cu comunicare directa.

Comunicarea directa foloseste o furnica regina pentru redirectionarea informatiei. Fiecare
furnica comunica direct cu regina si regina la rdndul ei cu fiecare dintre furnici. Regina detine
toate informatiile adunate de la furnici si are posibilitatea de a informa furnicile cand este
necesar. Comunicarea ar fi necesara atunci cand, de exemplu, regina constata (in baza listei ei
de puncte cu zgomot, intocmita de furnici cu nivel inalt de PSL) ca poate avea loc detectarea
in mod fals a unui varf, sau de exemplu, pentru ghidarea furnicilor, in special a celor cu nivel
scazut de sensibilitate, cand trebuie explorata o zona noua a spatiului de cautare.

Regula globala de actualizare conform [53] utilizeaza media lungimii pasului m al furnicilor
si nivelul maxim de feromoni din imagine. Algoritmul complex este executat pentru o perioada
de timp limitata de numarul de iteratii.

In momentul in care furnicile detecteazi zgomot, punctele cu zgomot sunt sterse [44]. In
algoritmul bazat pe furnici HMIP — SAM furnicile cu sensibilitate mai mare au sarcina de
a gasi punctele de zgomot. Cand informatia este gasita este comunicata direct reginei care va
informa in continuare furnicile, atunci cand este necesar, in procesul de ciutare. In acest mod

acuratetea detectiei marginilor este Tmbunatatita.
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4.2.3. Descriere algoritm: Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant
Model

Schema algoritmului propus Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model HM I P—
SAM, pe baza lucrarii [53], este prezentata in continuare.

e Se initializeaza parametri algoritmului si se asaza furnicile arbitrar in spatiul de cau-
tare;

e Se initializeaza fiecare furnica cu un nivel arbitrar de sensibilitate;

e Se incepe faza de iteratie;

e Se identifica regiunea 1n care furnicile au culoarea gri a pixelului similara cu a furnicii
k, din vecinatatea sa de 3 x 3.

(1)- Daca o furnica k nu se se gasesgte In regiunea tinta, ea este transferata prima data in
aceasta regiune. Deplasarea se bazeaza pe probabilitatea de deplasare intr-un alt nod
conform algoritmului ACS. Nivelul de sensibilitate al furnicii este modificat pe baza
invatarii prin cooperare. Se ajusteaza traseul de feromoni.

(2)- Daca o furnica k cu PSL mic se afla pe muchie, se calculeaza probabilitatea de selectare
a urmatorului element gi furnica se deplaseaza conform probabilitatii de tranzitie a
starii. Comunicarea directa dintre regind si furnicile cu nivel scazut al PSL limiteaza
delimitarea excesiva de feromoni gi determina diversificarea explorarii. Feromonii sunt
actualizati atat local cat si global. Daca o furnica are nivel ridicat de PSL ea nu va
identifica muchia.

(3)- Daca o furnica cu nivel ridicat de PSL identifica un punct de zgomot, se calculeaza
probabilitatea de tranzitie a starii gi se actualizeaza traseul de feromoni. Furnicile cu
nivel ridicat de PSL comunica direct cu regina despre punctele de zgomot; furnicile
cu nivel scazut de PSL nu identifica punctele de zgomot.

e Se opresc iteratiile atunci ciAnd numarul total de iteratii este atins.

Rezultatul va fi cea mai buna solutie posibila pentru o problema de procesare a unei imagini
medicale data, dupa un numar stabilit de incercari.

In [86] am folosit doi operatori de perturbare admisibila pentru a calcula valoarea euristicii
de care este nevoie in algoritmul ACO.

In acest capitol vom intrebuinta, de asemenea, cei doi operatori perturbare admisibild ai unei
aplicatii demicontractive In componenta functiei test, si include vectorul PSL. Vor fi facute
comparatii intre rezultatele obtinute cu perturbarile admisibile, pe de o parte vor fi rezultatele
obtinute fara a folosi vectorul PSL, iar pe de alta rezultatele obtinute folosind vectorul PSL.

Presupunand ca sunt K agenti implicati in cautarea solutiei problemei, intr-un spatiu X,
care consta In M7 x Mj noduri, algoritmul poate fi sintetizat dupa cum urmeaza:

e Se agazi cele K furnici in spatiul de ciutare, se initializeazi matricea de fermoni, 7(9)
si vectorul PSL.
e Pentru fiecare pas de constructie cu indexul n, n=1: N
Pentru fiecare agent k =1: K
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* Se muta agentul k£ consecutiv, pentru L pasi mutare in conformitate cu
matricea probabilitatii de tranzitie.
Se actualizeazi matricea de feromoni, 7(".
Se actualizeazs vectorul PSL, PSL™.
e Se decide solutia conform cu matricea finald de feromoni 7).

Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HM 1P —SAM) include si actualiza-
rea vectorului PSL pe langd construirea matricii probabilitatii de tranzitie p(™, si actualizarea
matricii feromonilor 7™ ((3.79)), Capitolul .

Similar cu ACO, se construiegte matricea probabilitatii de tranzitie si matricea feromonilor

se actualizeaza In doua etape. Prima etapa include actualizarea locala conform ecuatiei ((3.88))
din [88].

7 (1—p) +p-A7py,  daca (I,J) este pe
(4.99) = traseul optim,

71(371) , altfel.

In aceastd etapa, in HMIP—SAM se actualizeaz si vectorul PSL conform ecuatiei (4.100)).

(1—p)- PSL(;}_U +p- A7y, daca (I,J) se gaseste
(4.100) PSL%) = pe traseul optim,
psSLim Y, altfel.

unde p este rata evapora rii feromonilor, A7;; este cantitatea de feromoni depusa pe muchia
(1J). La fel ca inainte, traseul optim este un criteriu definit de catre utilizator.
A doua actualizare a matricii feromonilor este cea global influentata de factorul de sensibi-

litate PSL conform ecuatiei(4.101]

(4.101) 7 =, ax PSL(i) - 7Y,

4.3. Procesele de detectare a conturului imaginilor medicale folosind
HMIP — SAM

Abordarea propusa, Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HMIP—SAM)
incepe cu procesul de initializare, ruleaza pentru N pagi pe parcursul carora creeaza gi actu-
alizeaza matricea de feromoni, si, la final executa procesul de decizie pentru determinarea
conturului.

(1.) Procesul de initializare.

In procesul de initializare furnicile sunt plasate aleator in imagine. Fiecare pixel
este similar unui nod de graf. Fiecare element al matricii de feromoni initiale 7 este
fixata la o constanta 7;,;;. Fiecare element al vectorului PSL este initializat cu 1. Se
defineste o constanta, L, pentru a fixa un numar de pasi de miscare in procesul de
constructie.
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(2.) Procesul de constructie.

La pasul de constructie n, o furnica este aleasa aleator dintre cele K, si aceasta se
va migca consecutiv pentru L pagi de migcare. Furnica se va migca de la nodul curent
¢ la nodul 5 conform probabilitatii de tranzitie specificata de ecuatia .

Aspectele ce trebuie clarificate sunt: stabilirea lui 7;; din ecuatia si sta-
bilirea domeniului in care se poate misca furnica aflata in nodul (I,m), dica €, din
. Valoarea lui 7;; este determinata conform cu statistica locala a pixelului (z, j),
data in ecuatia , iar domeniul de catare este domeniul compus din 8 noduri,
prezentat in Figura [3]

Pentru calcularea valorii n;; am folosit operatorii din ecuatiile - din
Capitolul [[3]: functiile test folosite din [88] si operatorii inovatori (3.85)) (KH-operator)
si x-operator.

(3.) Procesul de actualizare.

Algoritmul foloseste doua operatii de actualizare a matricii feromonilor. Prima
actualizare se executa dupa ce fiecare furnica se muta in fiecare pas de constructie.
Fiecare element al matricii de feromoni este actualizat conform procedeului specificat
in [88]. A doua actualizare este cea globala ce are loc dupa ce toate furnicile au
executat pasii de migcare din fiecare pas de constructie, conform ecuatiei .

(4.) Procesul de decizie.

In acest moment al algoritmului, se stabileste pentru fiecare pixel, in parte, daci
face parte din conturul imaginii sau nu. Decizia se ia prin aplicarea unui prag, 7T,
matricii de feromoni finale, 7(V).

Dorigo et all [60].

Valoarea pragului este calculata conform lucrarii

4.4. Rezultate practice in rezolvarea problemei de detectare a conturului

imaginilor medicale folosind colonii de furnici sensibile

Algoritmul HIMP-SAM a fost testat folosind un set de imagini medicale | [1, [40], [72]]
prezentate in Figura

In continuare prezentam rezultatele experimentelor efectuate folosind valorile parametrilor
din [88]. Sunt incluse rezultatele obtinute cu fiecare dintre operatorii specificati in ecuatiile
- din Capitolul

Aceiagi operatori perturbare admisibila au fost utilizati in aceasta forma, si in algoritmul
descris in lucrarea [86].

Folosind noua metoda de actualizare a matricii feromonilor s-au obtinut Tmbunatatiri ale
conturului extras. In continuare prezentim contururile obtinute. Astfel, pentru Brain CT,
Figura[l], pentru Vocal MRI Figura[2], pentru Hand X-ray Figura[3|si pentru Head CT Figurald]
Operatorii utilizati sunt specificati prin ecuatiile: (3.83)), (3.84),(3.85), si (3.86).
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d)

FicurA 1. Rezultatele executiei algoritmului HIMP-SAM pentru determinarea
contururilor imaginii medicale Brain CT folosind: a) operatorul (3.83)), b) ope-
ratorul , ¢) operatorul inovator propus: KH-operator, d) operatorul
inovator propus: x-operator.
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c) d)

FicUrA 2. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-
narea contururilor imaginii medicale Vocal MRI folosind: a) operatorul (3.83),
b) operatorul , ¢) operatorul inovator propus: KH-operator, d) ope-
ratorul inovator propus: x-operator.
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FicurA 3. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-
narea contururilor imaginii medicale Hand X-ray folosind: a) operatorul (3.83)),

b) operatorul (3.84)), ¢) operatorul inovator propus: (3.85)) KH-operator, d) ope-
ratorul inovator propus: (3.86|) y-operator.
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d)
FiGURA 4. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-
narea contururilor imaginii medicale Head CT folosind: a) operatorul (3.83)), b)

operatorul (3.84)), ¢) operatorul inovator propus: (3.85)) KH-operator, d) opera-
torul inovator propus: (3.86) x-operator.
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Operator | Operator
Operator | Operator | inovator | inovator
(13.83) (3.84)) (3.85)) (13.86))
Brain CT
HIMP — SAM 584 1568 1685 1662
ACO — edge__detection 53 63 61 45
Vocal MRI
HIMP — SAM 2605 6111 4789 5820
ACO — edge_ detection 85 108 233 143
Hand X — ray
HIMP — SAM 786 1531 1224 1049
ACO — edge__detection 468 610 555 1225
Head CT
HIMP — SAM 943 1920 1538 2007
ACO — edge__detection 51 126 131 155

TABELUL 1. Rezultatul contorizarii pixelilor la determinarea contururilor ima-
ginilor medicale (Brain CT, Vocal MRI, Hand X-ray si Head CT) obtinut de
HIMP-SAM (etichetat), dar nedetectati cu ACO - edge detection si, respectiv,
cei detectati cu ACO - edge detection (etichetat), dar nedetectati cu HIMP-SAM.

Contururi Brain CT | Vocal MRI | Hand X-ray | Head CT
suprapuse
HIMP — SAM 693 3146 1145 673
ACO — edge__detection 150 359 398 310

TABELUL 2. Rezultatul contorizarii pixelilor la determinarea contururilor su-
prapuse ale imaginilor medicale (Brain CT, Vocal MRI, Hand X-ray si Head CT)
cu (HIMP-SAM) si fara factorul de sensibilitate PSL (ACO — edge_ detection)
similar cu Tabelul [Il

In Tabelul |1 si Tabelul [2| pe liniile etichetate HIMP-SAM este prezentat numirul de pixeli
care au fost obtinuti in urma aplicarii algoritmului HIMP-SAM si nu au fost detectati folosind
algoritmul ACO - edge detection; pe liniile etichetate cu ACO - edge detection este prezentat
numarul de pixeli care au fost detectati cu ACO-edge detection si nu fost detectati cu HIMP-
SAM. Dupa cum se poate observa, aplicarea algoritmului propus in acest capitol, HIMP-SAM,
a produs rezultate net imbunatatite fata de algoritmul ACO - edge detection.

Tabelul [2| prezinta rezultatele obtinute la detectarea contururilor suprapuse ale imaginilor
medicale Brain CT, Vocal MRI, Hand X-ray si Head CT cu algoritmul ACO - edge detection
si algoritmul HIMP-SAM.
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Dupa cum se observa din Tabelele [1}2]si Figurile aplicarea algoritmului propus HIMP-
SAM, a produs rezultate net superioare algoritmului ACO - edge detection.

Analiza rezultatelor.

e Timp de rulare.

Timpul de executie pentru fiecare metoda de extragere a conturului imaginii este
comparabil cu timpul obtinut in [86] si timpul din Capitolul [3| pentru ACO - edge
detection.

e Rolul operatorilor demicontractivi.

In continuare se prezintii compararea rezultatelor obtinute cu diversi operatori in

algoritmul HIMP-SAM.
— Rezultatele operatorului inovator propus KH-operator in compa-
ratie cu ceilalti operatori.
Pentru comparare, s-au contorizat pixelii obtinuti cu ajutorul operatorului de
perturbare admisibila inovator propus . KH-operator a detectat cu 1434
pixeli de contur in plus fata de operatorul ; cu 40 pixeli in plus fata de

operatorul (3.84)) si cu 48 pixeli in plus fata de operatorul (3.86))y-operator.
La contorizarea inversa au fost gasiti 1, 24, respectiv 21 pixeli cu ajutorul

operatorilor , , respectiv , pe care KH-operator nu i-a
gasit.

— Rezultatele operatorului inovator propusy-operator (3.86) in comparatie
cu ceilalti operatori.

Aceleasi comparatii au fost realizate si pentru operatorul in raport cu
operatorii si ; s-au gasit 1407 pixeli in plus pe conturul determinat de
perturbarea "Y', , respectiv nici un pixel pe care nu i-a indicat operatorul
dar au fost gasiti de operatorul .

La cautarea inversa, operatorii , respectiv au gasit 1 pixel, respec-
tiv 11 pixeli pe care operatorul nu i-a determinat ca fiind pe contur.

e In concluzie, si de aceastd datil, operatorii perturbare admisibild au fost folositi cu
succes in algoritmii de detectare a conturului. In plus algoritmul HIMP-SAM a adus
o Imbunatatire majora a calitatii contururilor extrase.

In continuare am suprapus contururile originale peste cele obtinute cu cei patru
operatori, pentru fiecare imagine. Toate contururile s-au suprapus perfect pe linia

structurilor osoase din imagine (Figura .
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F1GuRrA 5. Rezultatele suprapunerii contururilor imaginii originale peste contu-
rul obtinut folosind algoritmul HMIP — SAM: a) Brain CT; b) Vocal MRI, ¢)
Hand X-ray, d) Head CT.
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4.5. Compararea rezultatelor practice in rezolvarea problemei de detectare a
conturului imaginilor medicale segmentate folosind colonii de furnici cu si
fara factor de sensibilitate

Segmentarea imaginilor este necesara pentru acuratetea imaginii: exista zone putin evidente ce
trebuie evidentiate in contur.

Segmentarea s-a facut impartind imaginea in 16 zone de aceeasi marime, a fost detectat
conturul fiecarei zone, 1n parte, si apoi s-au construit din contururile partiale conturul intregii
imagini. Pentru verificarea acuratetei imaginii am suprapus contururile obtinute dupa segmen-

tare peste imaginile originale.

Operator | Operator
Operator | Operator | inovator | inovator
(13.83) (3.84)) (3.85)) (13.86))
Brain CT
HIMP — SAM 567 1313 1175 1067
ACO — edge_ detection 25 146 184 98
Vocal _MRI
HIMP — SAM 1780 3944 3305 3025
ACO — edge_detection 455 682 565 388
Hand X — ray
HIMP — SAM 1539 2872 4056 2824
ACO — edge_detection 187 287 440 264
Head CT
HIMP — SAM 589 1107 1188 932
ACO — edge_detection 92 259 286 175

TABELUL 3. Rezultatul contorizarii pixelilor la determinarea contururilor ima-
ginilor medicale segmentate (Brain CT, Vocal MRI, Hand X-ray si Head CT)
obtinut de HIMP-SAM (etichetat), dar nedetectati cu ACO - edge detection si,
respectiv, cei detectati cu ACO - edge detection (etichetat), dar nedetectati cu
HIMP-SAM.

Contururi suprapuse | Brain CT | Vocal MRI | Hand X-ray | Head CT
HIMP — SAM 488 1510 2489 451
ACO — edge__detection 283 977 583 488

TABELUL 4. Rezultatul contorizarii pixelilor la determinarea contururilor su-

prapuse ale imaginilor medicale segmentate (Brain CT, Vocal MRI, Hand
X-ray i Head CT) cu (HIMP-SAM) si fara factorul de sensibilitate PSL
(ACO — edge_detection) similar cu Tabelul [3|
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FI1GURA 6. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru deter-
minarea conturului imaginii medicale Brain C'T obtinute prin segmentare folosind

operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84)), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-
operator).
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FicUrA 7. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru de-
terminarea conturului imaginii medicale Vocal MRI obtinute prin segmentare
folosind operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d)

(3.86) x-operator).
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FicurA 8. Rezultatele executiei algoritmului ACO -
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edge detection pentru de-

terminarea conturului imaginii medicale Hand X-ray obtinute prin segmentare

folosind operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84)),

c) (3.85) KH-operator, d)

(3.86) x-operator).

TR e
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F1GURA 9. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru deter-
minarea conturului imaginii medicale Head C'T obtinute prin segmentare folosind
operatorii de testare: a) (3.83)), b) (3.84), c¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-
operator).
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FicurA 10. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru de-

terminarea conturului imaginii medicale Brain C'T obtinute prin segmentare fo-
losind operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84)), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86))
X-operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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c) d)

FicUrA 11. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru de-
terminarea conturului imaginii medicale Vocal MRI obtinute prin segmentare
folosind operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84), c) KH-operator, d)
(3.86)) x-operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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FicUrA 12. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru de-
terminarea conturului imaginii medicale Hand X-ray obtinute prin segmentare

folosind operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d)
(3.86) x-operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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FicurA 13. Rezultatele executiei algoritmului ACO - edge detection pentru de-

terminarea conturului imaginii medicale Head CT obtinute prin segmentare fo-
losind operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84)), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86))
X-operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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Pentru setul de imagini Brain CT, Vocal MRI, Hand X-ray si Head CT avem urmatoarele

contururi obtinute prin segmentare folosind operatorii (a)({3.83)-d)(3.86)):
e Folosind ACO-ACO - edge detection: Figurile si Figurile suprapuse peste
imaginea originala.
e Folosind HMIP — SAM: Figurile si Figurile suprapuse peste imaginea
originala.
Analiza rezultatelor pentru imagini medicale segmentate.
e Timp de rulare.
Timpul de executie este similar cu cel al rularilor obtinut in Capitolul [3|
e Rolul operatorilor demicontractivi.
— Rezultatele operatorului inovator propus KH-operator in compa-

ratie cu ceilalti operatori.
[*] ACO - edge detection: Numarul de pixeli detectati folosind in plus
fata de cu 1131, cu 887 si X-opemtorcu 722 pixeli. La con-
torizarea inversa au fost gasiti: 174, 658, respectiv 503 pixeli cu , ,
respectiv ([3.86[), nedetectati de KH-operator.
(¥ HMIP — SAM: Numarul de pixeli detectati folosind KH-operator:
cu 1414 pixeli de contur in plus fata de ; cu 189 pixeli in plus fata de (3.84))
si cu 285 pixeli in plus fata de (3.86[) x-operator. La contorizarea inversa au fost
gasiti 8, 136, respectiv 44 pixeli cu , , respectiv (3.86), nedetectati de
KH-operator.

— Rezultatele operatorului inovator propusy-operator (3.86) in comparatie
cu ceilalti operatori.
[*] ACO - edge detection: Pentru operatorul in raport cu si
sunt 891 pixeli in plus pe conturul determinat de perturbarea "y", , respectiv
678 pixeli neindicati de dar gasiti de . La cautarea inversa, sunt 153
pixeli cu si 668 pixeli cu (3.84) nedetectati de ([3.86)) pe contur.
[*] HMIP — SAM: Pentru operatorul in raport cu si
s-au gasit 1169 pixeli in plus pe conturul determinat de perturbarea "y", ,
29 pixeli neindicati de dar gasiti de . La cautarea inversa, s-au gasit
4 pixeli cu si 217 pixeli cu (3.84)) nedetectati de pe contur.

e Pe baza rezultatelor expuse se poate desprinde concluzia urmatoare: in rezolvarea
problemei de detectare a conturului imaginilor medicale segmentate, similar cu rezol-
varea problemei de detectare a conturului imaginilor medicale initiale, nesegmentate,
HMIP — SAM este superior algoritmului ACO - edge detection.
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F1GURA 14. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-
narea conturului imaginii medicale Brain C'T obtinute prin segmentare folosind

operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84)), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-
operator).
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FicurA 15. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-

narea conturului imaginii medicale Vocal MRI obtinute prin segmentare folosind

operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-

operator).
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F1GURA 16. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-

narea conturului imaginii medicale Hand X- my obtinute prin segmentare folosind
operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-

operator).
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F1GURA 17. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-

narea conturului imaginii medicale Head CT obtinute prin segmentare folosind

operatorii de testare: a) (3.83)), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-

operator).
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FicurA 18. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-
narea conturului imaginii medicale Brain C'T obtinute prin segmentare folosind

operatorii de testare: a) (3.83)), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-

operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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FicUurA 19. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-
narea conturului imaginii medicale Vocal MRI obtinute prin segmentare folosind

operatorii de testare: a) (3.83), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-
operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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c) d)

FicurA 20. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-

narea conturului imaginii medicale Hand X-ray obtinute prin segmentare folo-
sind operatorii de testare: a) (3.83)), b) (3.84)), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86))
X-operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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FicUurA 21. Rezultatele executiei algoritmului HMIP — SAM pentru determi-

narea conturului imaginii medicale Head CT obtinute prin segmentare folosind

operatorii de testare: a) (3.83)), b) (3.84), ¢) (3.85) KH-operator, d) (3.86) x-

operator) si suprapuse peste imaginea originala.
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4.6. Concluzie

In capitolul de fati se propune un nou algoritm pentru extragerea conturului imaginilor
medicale - Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HMIP—SAM). Se prezinta
rezultatele folosirii algoritmului pentru un set specific de imagini medicale (Figura . Se fac
comparatii intre rezultatele obtinute cu ACO - edge detection si HMIP — SAM. Se prezinta
rezultatele obtinute in urma segmetarii imaginilor medicale din Figura [

Contururile extrase sunt grupate. Figura [I| contine contururile extrase folosind algorit-
mul HMIP — SAM pentru imaginea [4 a) si operatorii (3.83)), (3.84)), (3.87)), respectiv (3.86]).
Analog, Figura [2] este compusa din contururile extrase folosind algoritmul HMIP — SAM.

Contributiile personale din acest capitol sunt propunerea algoritmului Hybrid Medical Image
Processing-Sensitive Ant Model (HMIP — SAM) specific pentru imagistica medicala; detec-
tarea conturului imaginilor medicale folosind HMIP — SAM; utilizarea furnicilor artificiale
sensibile la concentratia de feromoni; segmentarea imaginilor originale si extragerea conturului
pe zone.

Rezultatele obtinute prin segmentare pentru PSL sunt mai bune decat cele fara factor de
sensibilitate similar cu cele nesegmentate, inclusiv pentru contururile obtinute suprapuse peste

imaginile originale.



CAPITOLUL 5

Concluzii si perspective de cercetare

In aceastd tezd mi-am propus s& realizez un studiu al unor metode iterative de aproximare
a punctelor fixe prezentate in termenii perturbarilor admisibile si sa le aplic in rezolvarea unor
probleme preluate din domenii aplicative.

Prima parte a acestei teze contine o trecere in revista a principalelor elemente teoretice
folosite in lucrare. Mai precis, se prezinta conceptele de operatori demicontractivi, asimptotic
demicontractivi, pseudo-contractivi, si notiunile legate de perturbarea admisibila a unui ope-
rator. De asemenea sunt amintite notiuni fundamentale din programarea combinatoriala, se
amintesc principalele metaeuristici inspirate de natura si, in special, caracteristicile algoritmilor
inspirati din modelul coloniei de furnici.

Lucrarea continua cu prezentarea teoremelor de punct fix care descriu comportamentul
operatorilor demicontractivi gi asimptotic demicontractivi carora li s-a aplicat perturbarea ad-
misibila, prezinta o problema de inegalitati variationale pentru operatori generalizat pseudo-
contractivi si o teorema de slaba convergenta in termenii perturbarilor admisibile.

Teoremele de punct fix legate de perturbarea admisibila a unui operator au la baza iteratia
Krasnoselskij. Pe viitor, doresc sa cercetez comportamentul diverselor clase de operatori carora
li se aplica perturbarea admisibila dar folosind alte tipuri de iteratii cum ar fi iteratiile Mann
sau Ishikawa.

Capitolul trei leaga aspectele teoretice ale perturbarilor admisibile ale unui operator de-
micontractiv de problema extragerii conturului imaginilor medicale folosind algoritmi inspirati
din modelul coloniei de furnici. Pentru ca mai apoi, in ultima parte a tezei sa propun un algo-
ritm care imbunatateste considerabil calitatea conturului imaginilor medicale extras cu ajutorul
coloniilor de furnici si a perturbarilor admisibile ale unui operator demicontractiv.

In general algoritmii inspirati de furnici, inclusiv cel propus in aceasta lucrare Hybrid Medical
Image Processing-Sensitive Ant Model (HMIP-SAM) construiesc solutia optima a problemei
tinta folosind furnici artificiale. Acestea cauta drumul optim, iterativ si controlat in spatiul de
cautare, depozitand feromoni, dupa cum este descris si in Capitolul :

Calitatea unei solutii partiale este data de cantitatea de feromon depusa pe parcurs. Solutia
globala este gasita dupa ce toate furicile au fost ghidate in regiuni mai promitatoare din spatiul
de cautare, pe baza informatiei data de feromonii depusi anterior. PSL echilibreaza activitatile
de explorare si exploatare. Valorile din vectorul PSL sunt exprimate printr-un numar real din
intervalul unitate [0, 1]; cand valoarea este nula, agentul ignora complet informatia data de
feromoni; cand valoarea este 1, agentul are sensibilitate maxima la feromoni. O valoare scazuta
din vectorul PSL indica ca agentul va putea alege migcari pe un traseu cu nivel ridicat de

feromoni, este mai independent si este un explorator al spatiului de cautare; cand valoarea
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PSL este ridicata, agentii sunt sensibili la urmele de feromoni si vor exploata intensiv regiunile
promitatoare.

Procesul de invatare produce o modificare in timp a sensibilitatii la feromoni: PSL cregte sau
descreste pe baza topologiei spatiului de cautare, topologie Incapsulata in experiata furnicilor,
dupa cum a fost expus si in lucrarea [66].

Dintre propunerile originale ale tezei amintim teoremele de punct fix din capitolul |2, cum ar
fi: Teorema[2.2.2.80] Teorema[2.2.2.84] Corolarul[2.2.2.82] si[2.2.2.83|care descriu comportamen-
tul perturbarii admisibile a unui operator demicontractiv; Lema si Teorema [2.2.3.91
referitoare la tare convergenta perturbarii admisibile a operatorilor asimptotic demicontrac-
tivi; Teorema si Teorema privitoare la problema de inegalitati variationale;
Teorema [2.2.5.112] de slaba convergenta.

Contributiile privitoare la algoritmii inspirati de furnici sunt propunerea operatorului

denumit KH-operator ce poate fi folosit ca functie test pentru construirea valorii euristicii din al-
goritmul AC'O-edge detection; propunerea operatorului denumit y-operator ce poate fi fo-
losit ca functie test pentru construirea valorii euristicii din algoritmul ACO-edge detection; pro-
punerea algoritmului Hybrid Medical Image Processing-Sensitive Ant Model (HMIP — SAM)
specific pentru imagistica medicala; detectarea conturului imaginilor medicale folosind HMIP-
SAM; implementarea sensibilitatii furnicilor in algoritmul ACO pentru extragerea conturului
imaginilor medicale; propunerea de segmentare a imaginilor Tnainte de detectarea conturului
pentru ca apoi contururile obtinute sa ofere o acuratete mai mare a conturului extras; imple-
mentarea segmentarii imaginilor Tnainte de extragerea conturului.

Domeniul medical si in special tehnicile de imagistica specifice sunt o sursa inepuizabila de
cercetare. Pe viitor ma voi concentra pe imbunatatirea tehnicilor incluse in teza de fata folosind

modelarea matematica si implementarea tehnicii informatice.
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