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Introducere

Teoria inelelor de endomorfisme a grupurilor Abeliene si, mai general, a modu-
lelor, este un domeniu al algebrei in care se intersecteaza teoria multimilor, algebra
omologica, teoria modulelor, logica matematica, teoria inelelor si topologia generala.
Studierea inelelor de endomorfisme este importanta deoarece ne ofera posibilitatea
de cercetare, cu ajutorul unor metode specifice, a grupurilor si inelelor. In prezent
este dificil de stabilit frontiera intre teoria inelelor si teoria modulelor; de fapt aceste
teorii au devenit una singura. Mentionam ca in teoreme de structura figureaza de
multe ori inelele de endomorfisme ale modulelor. De asemenea teoria inelelor de en-
domorfisme poate fi considerata atat parte a teoriei grupurilor Abeliene cét si parte
a teoriei reprezentarii inelelor. In teoria abstractd a inelelor sunt utilizate notiuni
generale cum ar fi: ideal maximal, radicalul Jacobson, inel primitiv, s.a.m.d.. Tre-
buie tinut cont ca intr-un fel teoria inelelor are unele limite In a dezvolta aceste
notiuni. Ele pot fi studiate mai profund in cazul inelelor topologice de endomor-
fisme deoarece pe langa metodele algebrice avem la dispozitie notiunile si metodele

topologice.

Fiecarui grup Abelian 1i asociem un inel asociativ cu unitate, si anume, inelul
tuturor endomorfismelor. In calitate de model serveste inelul transformarilor liniare
ale unui spatiu vectorial. Un caz particular foarte important este cazul spatiului finit
dimensional. In acest caz inelul de endomorfisme este izomorf cu inelul matricilor
de dimensiune egala cu dimensiunea spatiului vectorial. Primele lucrari in domeniul
inelelor de endomorfisme au fost scrise de Shoda [50]. Vom ilustra netrivialitatea
teoriei inelelor de endomorfisme chiar in cazul grupurilor Abeliene finite prin urma-
torul exemplu: In teoria inelelor a fost studiatd urmatoarea problema: Fie R un
inel finit. Exista oare un inel comutativ S si un numar natural n astfel incat R

se scufunda in M (n,S)? Raspunsul surprinzator a fost dat de G. Bergman [14].

v



vi INTRODUCERE

El a ardtat cid pentru orice numér prim p inelul End(Z(p) ® Z(p?)) nu admite o
reprezentare de acest gen. Problema reprezentarii inelelor finite cu ajutorul matri-
cilor peste un inel comutativ este dificila si departe de a fi rezolvata. Ea nu este

rezolvata (2010) chiar in cazul inelelor finite locale [9].

Baer [12] a fost primul care a studiat inelele de endomorfisme ca inele speciale,
reusind sa caracterizeze inelele de endomorfisme a grupurilor de exponenta finita.
Abordari diferite au mai fost propuse de Liebert in lucrarile [40], [41], [42] obtinand

caracterizari in cazul p-grupurilor separabile.

Exista clase de inele a caror structura este bine cunoscuta; astfel s-a ajuns la
ideea studierii aparitiei inelelor de endomorfisme printre aceste inele. Initiatorul unui
astfel de program a fost Szele [52], iar de atunci acestor cercetari li s-a acordat multa
atentie ([47] si [48]). Obiectivul principal al programului era de a obtine cat mai

multa informatie despre structura grupurilor pe care erau definite endomorfismele.

In cercetarea inelelor de endomorfisme este urmarita descoperirea relatiilor ce
existd intre grupul Abelian si inelul format din endomorfisme. In timp s-au evi-
dentiat doua directii de cercetare in aceasta teorie. Una ar fi prin impunerea unor
restrictii asupra inelului de endomorfisme si obtinerea de cat mai multe informatii
despre grupul Abelian sau chiar caracterizari ale acestuia. O alta problema intens
cercetata este aceea de a gasi conditii In care un inel oarecare este realizat ca inel

de endomorfisme al unui grup Abelian.

Clasa grupurilor Abeliene este divizata in trei subclase principale: grupuri cu
torsiune, grupuri mixte si grupuri fara torsiune. Cea mai bogata in rezultate este
clasa grupurilor cu torsiune. De asemenea, clasa grupurilor mixte contine suficient de
multe rezultate. Spre deosebire de aceste doua clase, este dificil de studiat grupurile
fara torsiune(amintim c& pana in anii 60 ai secolului trecut nu erau cunoscute multe

exemple de grupuri reduse fara torsiune care sa nu fie libere).

Teoria inelelor de endomorfisme este prezentata in [27] capitolele XV-XVIIL
Vom mentiona ca rezultatele centrale se refera la grupurile periodice. Rezultate
interesante cu privire la inelele de endomorfisme ale grupurilor fara torsiune pot
fi gasite In monografia [23] (vezi acolo si lucrarile citate). Un rezultat important,
obtinut in cazul grupurilor fara torsiune, poate fi gasit la Corner in [19]. De aseme-

nea cercetari in acest sens mai pot fi intélnite in lucrarile lui Corner [20], [21],
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Brenner si Butler [16], Kishkina [34], Krol [35]. Budanov in [18] reuseste sa descrie
elementele radicalului lui Jacobson (din punct de vedere al actiunii acestora) pentru
o clasa mare de grupuri fara torsiune. O mai mica atentie a fost acordata grupurilor
mixte. In [53], T. Szele a aritat ca nu existi grupuri mixte a ciror inel de endomor-
fisme sa contina divizori ai lui 0. Comutativitatea inelului de endomorfisme a fost
de asemenea rezolvata in cazul a doua clase mari de grupuri mixte de catre Szele si
Szendrei in [54]. O extindere a caracterizarii date de cei doi in cazul comutativitatii

inelelor de endomorfisme pentru grupuri mixte a fost realizata de Schultz in [49].

Problema centrala in teoria inelelor topologice este urmatoarea: Care este influ-
enta topologiilor care pot fi definite pe un inel R asupra proprietatilor lui algebrice
si invers? Aceasta problema este mai nuantata cand studiem unele constructii in
clasa inelelor topologice. De exemplu, sunt studiate relatiile intre proprietatile unui
spatiu topologic X si proprietatile inelelor de functii continue C'(X), proprietatile
unui pro-p-grup G si inelului grupal completat Z,[[G]], s.a.m.d..

Inelul de endomorfisme al unui grup Abelian are o topologie naturala de inel
topologic - topologia finitd. In cazul grupurilor infinite cu torsiune topologia finit

nu este discreta.
Rezultatele tezei sunt legate de doua probleme de baza:

i) Fie P o proprietate topologica, adica o clasa de spatii topologice. In care

conditii asupra lui A inelul topologic (End(A),T) are proprietatea P?
ii) Fie ca inelul topologic (End(A),T) are proprietatea P. Care este structura

grupului A?

Fie A un grup Abelian si 7 topologia finita pe End(A). Mentionam ca poate fi
studiata o problema mai generala: Fie A un grup local compact Abelian si End.(A)
inelul endomorfismelor continue cu topologia compact-deschisa. Care este legatura

intre proprietatile inelului End.(A) si a grupului topologic A?

Urmatoarele proprietati generale sunt utile:

.....

din subsemigrupuri ale semigrupului multiplicativ [56].

ii) End.(A) este inel complet[56].
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iii) deoarece (End(A),7T) are sistem fundamental de vecinatati in 0 format din
ideale stangi (in alti termeni este inel stang liniar) el este inel sting marginit si
0 dimensional in sensul dimensiunii ind. Cu alte cuvinte, (End(A),7T) are o baza

formata din submultimi inchise si deschise.

Primul rezultat important in acest domeniu a fost obtinut de L. Fuchs, si anume,
au fost caracterizate grupurile Abeliene cu (End(A),T) compact(|27] Propozitia
107.4):

Daca A este un grup Abelian atunci End(A) este compact daca si numai daca
A = @pepA, unde fiecare componenta primara A, este o suma directa finita de

grupuri cociclice.
Alte rezultate In aceasta directie au fost obtinute si in [56] si [57] .

Urmatoarea notiune a teoriei generale a inelelor topologice reprezinta analogul
algebric al notiunii de spatiu compact. Un inel topologic (R, T ) se numeste marginit
daca pentru orice vecinatate U a lui 0 exista o vecinatate V a lui 0 astfel incat
V.R CUsi RV CU. Clasa inelelor marginite contine inelele compacte si inelele
discrete. Orice inel topologic care are un sistem fundamental in punctul 0 format

din ideale este marginit.

Cum notiunea de inel marginit generalizeaza notiunea de inel compact, am stu-
diat urmatoarea problemsa: Cand inelul (End(A),T) este marginit? Echivalent: In
care conditii asupra lui A inelul End(A) inzestrat cu topologia finita are sistem
fundamental in punctul 0 format din ideale? Mentionam ca daca End(A) este co-
mutativ, el este marginit. Caracterizarea grupurilor A cu inelul comutativ End(A),
este o problema nerezolvati faimoasa in teoria grupurilor Abeliene. In mod natural

au aparut grupuri Abeliene A pentru care End(A) este discret(vezi [10]).

In preliminariile capitolului II sunt prezentate cAteva rezultate tehnice. Propo-
zitia [2.1.3T] arata c& dacd un grup se descompune in suma directa de subgrupuri
deplin invariante atunci inelul de endomorfisme a grupului este izomorf topologic
cu produsul inelelor de endomorfisme a respectivelor subgrupuri(Corolarul

trateaza cazul grupurilor cu torsiune).

Inceputul celui de-al doilea paragraf trateaza cazul local marginirii pentru inelele

de endomorfisme. In Lema [2.2.37 se demonstreaza ca atunci cand grupul este o
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suma directa de un numar infinit de grupuri (A = %B) atunci inelul nu este local
marginit. In consecintd obtinem caracterizarea grupurilor divizibile periodice pentru
care inelul de endomorfisme este local marginit. In Teorema sunt caracterizate
grupurile divizibile pentru care inelul de endomorfisme este marginit. Daca vom
considera grupurile Abeliene divizibile pentru care inelul endomorfismelor este local

marginit, atunci aceasta caracterizare este data de Teorema [2.2.42)]

Trecand la cazul p-grupurilor reduse, in Propozitia [2.2.44] se demonstreaza ca
daca grupul este separabil atunci inelul lui de endomorfisme este nemarginit, fapt ce
ne permite caracterizarea p-grupurilor reduse A (|A| < w) pentru care End(A) este
marginit. Unul din rezultatele centrale ale tezei date este caracterizarea grupurilor
numérabile cu torsiune pentru care End(A) este marginit (Teorema[2.2.49). Ultimele
rezultate ale paragrafului ofera cateva informatii despre cardinalitatea grupului si
a subgrupului de baza in cazul p-grupurilor Abeliene respectiv a celor Abeliene
reduse. In Teorema noi prezentam o caracterizare a submultimilor marginite
ale inelului topologic (EndA, 7,) unde A este un grup elementar sau liber. Raméne

nerezolvata problema caracterizarii p-grupurilor de puterea 2¢ cu End(A) marginit

(vezi Observatia [2.2.53)).

In ultimul paragraf (Teorema [2.3.57) prezentdm un inel nediscret de endomor-
fisme al unui grup Abelian care admite topologii drept marginite dar nu admite

topologii de inel marginite, nediscrete.

Inelele regulate au fost introduse de catre John von Neumann in scopul clari-
ficarii unor aspecte legate de algebrele de operatori [25]. Cartea lui K.R. Goodearl
[30] dezvolta teoria in cazul unor variate tipuri de inele regulate, existand in acest
sens si multe articole publicate. In teoria grupurilor Abeliene accentul este pus pe
determinarea grupurilor a caror inel de endomorfisme este regulat sau are propri-
etati asemanatoare ([27] sectiunea 112, [28], [29]). Brown si McCoy ofera o noua
directie cercetarilor, ei aratand [17] ca orice inel contine un ideal maximal unic, a

carui elemente sunt elemente regulate ale inelului.

Teorema [3.1.61] ofera conditii necesare si suficiente pentru un endomorfism con-
tinu astfel Incat acesta sa fie m-regulat. Teorema reprezintd un rezultat cen-
tral al tezei. Ea contine caracterizarea grupurilor Abeliene topologice, nu neaparat

local compacte, pentru care inelul de endomorfisme este m-regulat, fiind o extindere
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naturala a Teoremei lui Rangaswamy (|27], Propozitia 112.2) despre inele regulate
de endomorfisme. Urmatoarele rezultate din paragraf ne ofera posibilitatea de a
construi un exemplu de grup A al carui inel de endomorfisme nu este regulat dar
End.(A) este. Propozitia exemplificd un grup pentru care End(A) este regu-
lat iar End.(A) nu este (se demonstreaza de asemenea ca inelul End.(A) al grupului
prezentat in propozitie este prim). In Teorema s-a obtinut o caracterizare a

grupurilor local compacte Abeliene cu torsiune pentru care End.(A) este regulat.

In paragraful al doilea din capitolul III noi studiem inelele de endomorfisme ale
modulelor topologice discrete quasi-injective. In Teorema , care reprezinta un
rezultat central al tezei, este extinsa teorema faimoasa despre regularitatea inelului
de endomorfisme a modulului quasi-injectiv modulo radicalul lui Jacobson (Utumi,
Wang si Johnson, Osofsky, Faith i Utumi). Rezultatul obtinut in Teorema
ne furnizeaza o caracterizare a modulelor quasi-injective pentru care inelul endo-

morfismelor este compact.

In paragraful 3.3 este dat un exemplu de grup Abelian liniar compact a cirui inel
de endomorfisme continue este regulat. De asemenea este studiata topologia 'liniar

n

compacta deschisa ', topologie impreuna cu care inelul de endomorfisme formeaza

inel topologic.

Categoria inelelor topologice este prea larga pentru a permite dezvoltarea unei
teorii de structura. Vom mentiona doua clase de inele topologice in care se aplica

cu succes conceptele si metodele teoriei abstracte a inelelor:
i) inelele local compacte;
ii) algebrele Banach gi diverse generalizari.

Radicalul Jacobson are un rol central in studierea inelelor abstracte. Bineinteles,
radicalul Jacobson nu poate fi utilizat cu succes la studierea inelului topologic daca
el nu este inchis. Exista exemple de inele de endomorfisme ale modulelor libere
cu radicalul Jacobson neinchis [I5]. Recent au fost construite exemple de inele de
endomorfisme ale grupurilor Abeliene pentru care radicalul Jacobson nu este inchis
(vezi, de exemplu, [18]). Acest exemplu reflecta dificultatile care pot sa apara in

cazul cercetarii inelelor topologice de endomorfisme.
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In ambele cazuri enuntate anterior radicalul este inchis. In cazul algebrelor
Banach, acest rezultat este adevarat deoarece algebra are o vecinatate a lui 0 formata
din elemente quasi-regulate. Prin aceasta se explica importanta notiunii de -inel
in categoria inelelor topologice. Intr-un @-inel topologic orice ideal maximal, drept
sau stang, este inchis, ceea ce implica faptul ca radicalul lui Jacobson este inchis.
Forma cea mai generala a acestei teoreme este continuta in [56]. Aceste considerente

ne-au condus la urmatoarea Intrebare:
Cénd inelul End(A) este un Q-inel?

Prima teorema din paragraful 4.1 formuleaza cateva afirmatii echivalente pentru
ca un inel topologic stang marginit sa fie (Q-inel. Ca si corolar al acestei teoreme,

enuntam cazul inelului de endomorfisme (Corolarul 4.1.84)).

In inceputul celui de-al doilea paragraf se arata ci in cazul sumelor directe infinite
inelul de endomorfisme este nediscret. Teorema [4.2.87] arata faptul ca in cazul
grupurilor Abeliene periodice, pentru ca inelul End(A) sa fie discret este necesar
si suficient ca grupul A sa fie finit. De asemenea este tratat cazul in care inelul
de endomorfisme are o vecinatate fara elemente nilpotente si topologic nilpotente
nenule, caz in care de asemenea este necesar si suficient ca A sa fie finit (Teorema
4.2.88)). Tot aici se demonstreaza ca daca A este grup separabil si daca inelul de
endomorfisme are o vecindtate comutativi atunci A este finit. In Teorema [£.2.91] se
arata ca daca End(A) are o vecinatate a lui 0 nilpotenta si A este periodic atunci

grupul este o suma directa finita de p-grupuri.

Datorita faptului ca Teorema[4.1.83|nu ofera informatii despre grupurile Abeliene
a caror inel de endomorfisme este (-inel, al treilea paragraf al capitolului ofera cateva
conditii suficiente ca acest fapt sa fie indeplinit. Pe langa cateva rezultate prelimi-
narii, s-a obtinut o caracterizare a grupurilor periodice divizibile gi a p-grupurilor
reduse separabile in cazul in care radicalul lui Jacobson al inelului de endomorfisme

este deschis (Teoremele [4.3.95| si [4.3.96)).

Caracterul si pseudo-caracterul sunt doua notiuni de baza in topologia gene-
rald. In paragraful 4.4 se realizeaza o descriere a celor doud notiuni pentru inelul de
endomorfisme, prin intermediul invariantilor grupului pe care s-au definit endomor-
fismele, si se arata relatiile ce se stabilesc intre aceste notiuni. Primul rezultat ofera

informatii despre suma directa in care s-a descompus un grup Abelian, In cazul in
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care caracterul inelului de endomorfisme este mai mic decdt un numar cardinal. In
urma acestui rezultat se formuleaza doua consecinte in Corolarul [£.4.101]si Corolarul
[4.4.102] Propozitia [4.4.103] exprima o relatie intre caracterul gi pseudo-caracterul
inelului de endomorfisme al unei sume directe de un numar de copii ale unui grup
nenul de cardinalitate < w. Un grup deosebit de interesant in teoria grupurilor este
grupul lui Kulikov. Teorema ne ofera informatii despre caracterul si pseudo-
caracterul inelului de endomorfisme al grupului lui Kulikov. Teorema4.4.107 este un
rezultat central al tezei. In ea sunt caracterizate grupurile periodice infinite pentru
care pseudo-caracterul este < 7 unde 7 este un cardinal infinit. In Teorema
se aratd cd pentru grupul lui Baer-Specker A = ZN caracterul y(End(A)) = 2¢ si
pseudo-caracterul ¢ (End(A)) = w.

Teoria inelelor de fractii este un domeniu important al teoriei moderne a inelelor.
Teoria inelelor topologice de fractii nu este Insa atat de bine elaborata. Exista diferite
cai de a introduce notiunea de inel de fractii dar situatia este mai dificila in cazul
topologic. Un rol important in teoria inelelor de fractii il joac# inelele prime. In acest
sens este important de gasit exemple netriviale de inele prime de endomorfisme. Noi

indicam o clasa larga de inele prime in Paragraful 4.5.

In paragraful 4.6 sunt studiate conditiile in care inelul de endomorfisme al unui
modul unitar drept impreuna cu topologia finita este inel topologic minimal, adica
nu exista o topologie mai grosiera decit topologia finita. Noi demonstram (Teo-
rema ca inelul endomorfismelor unui modul liber asupra unui inel finit este
minimal. De fapt noi indicam o clasa larga de subinele minimale ale inelului de

endomorfisme a unui modul liber peste un inel finit.

Ultimul paragraf al tezei trateaza topologiile admisibile pe inele de endomorfisme.
O topologie de inel nediscreta pe inelul de endomorfisme a unui grup Abelian A este
admisibila daca grupul privit ca modul stdng peste End(A) este modul topologic,
A fiind Inzestrat cu topologia discreta. Este indicata o clasa de topologii admisi-
bile peste inelul de endomorfisme al unui grup Abelian infinit, si se demonstreaza
ca aceste topologii peste End(A) formeaza inele complete. Construim o topologie
pentru inelul de endomorfisme, topologie care in cazul grupurilor elementare nu este
comparabila cu topologia finita, prin urmare nu este admisibila. Tot aici este dat

un exemplu de topologie de inel impreuna cu care inelul de endomorfisme formeaza
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inel topologic, aceasta topologie fiind admisibila si diferita de topologiile din clasa
amintita mai sus. Introducem notiunea de topologie de grup admisibila gi construim

o astfel de topologie cu ajutorul ultrafiltrelor.

Rezultatele Capitolului IT sunt regasite in articolele [5] si [3]. Ele au fost prezen-
tate In urmatoarele conferinte internationale: 26-29 mai 2005, AAA70 70th Work-
shop on General Algebra, Institute of Discrete Mathematics and Geometry, TU
Wien, Wien, Austria si 11-13 Noiembrie 2005 International Conference Several as-
pects of Biology, Chemistry, Informatics and Physics, University of Oradea, Baile

Felix, Romania.

Rezultatele capitoulului I1I sunt acceptate spre publicare in articolul [1] si au fost
prezentate in conferintele internationale: 17-19 August 2006 - The 14th Conference
on Applied and Industrial Mathematics - Satellite Conference of the International
Congress of Mathematicians 2006 Chisinau, Republica Moldova si 2-4 November
2007 - AAAT54+CYA23 - 75th Workshop on General Algebra, Darmstadt University

of Technology, Darmstadt, Germania.

Rezultatele din primele 4 sectiuni ale capitolului IV sunt trimise spre publicare
la revista Algebra Colloquium [6], cele din sectiunea 6 se regasesc in lucrarea [2]
iar cele din ultimul paragraf in [4]. Ele au fost prezentate in urmatoarele confer-
inte internationale: 31 August-6 Septembrie 2008 Summer School on Algebra and
Ordered Sets, Charles University - Eduard Cech Center - Czech Academy of Sci-
ences, Trest, Cehia, 18-21 Septembrie 2008, 6th International Conference on Applied
Mathematics, Universitatea de Nord, Baia Mare, Romania, 21- 25 Tunie 2010 Inter-
national Conference on Algebras and Lattices, Universitatea Charles si Societatea
Ceha de Matematica, Praga, Cehia, 26-28 August 2010 The Thirteenth International
Conference on Applied Mathematics and Computer Science, Universitatea Tehnica,

Cluj-Napoca, Romania.






CAPITOLUL 1

Preliminarii
1. Definitii si conventii

P reprezinta multimea tuturor numerelor prime pozitive. Prin w vom nota primul
numar ordinal infinit sau multimea numerelor naturale. Daca n,m € w,n < m,
atunci [n, m| reprezinta multimea {n,n+1,...,m}. Daca f : X — Y este o aplicatie
si Z C X o submultime, atunci prin f [; se noteaza restrictia lui f la Z. Vom
nota prin K Cy X faptul ca K este o submultime finita a lui X. Subgrupul unui
grup A generat de o submultime X este notat cu (X). Ordinul unui element a
al unui grup se noteaza cu o(a). Daca A este o suma directa a subgrupurilor B
si C, vom scrie A = B ® C. Fie X,Y doua submultimi ale inelului R. Atunci
XY ={{2y : 2z € X;y e Yysi XY = {3Fqmy; » x € X,y; € Yyn € wh.
Inchiderea unei submultimi B a unui spatiu topologic se noteazi cu B. Daci (X,7T)
este un spatiu topologic si Y C X atunci prin 7 [y se noteaza topologia indusa. O
familie B de submultimi deschise ale unui spatiu topologic X se numeste sub-bazd
in punctul x € X daca familia formata din intersectiile finite ale elementelor lui
B formeaza un sistem fundamental de vecinatati ale lui z. Un grup cu torsiune
se numeste p-grup daca ordinul fiecarui element este o putere a lui p. Pentru un
grup Abelian A si un numar cardinal m prin &,A se noteaza suma directa a m
copii ale grupului A. Toate inelele sunt asociative cu 1. Inelul de endomorfisme
End(A) a unui grup Abelian A este considerat ca inel topologic, cu topologia finita.
Daca K este o submultime finita a lui A atunci prin T(K) notam idealul stang
{¢ € End(4) : ¢(K) = 0} a lui End(A). Pentru a simplifica notatiile, pentru
a € A vom scrie T'(a) in loc de T'({a}). Familia {T'(K)}, unde K parcurge toate
submultimile finite ale unui grup Abelian A, formeaza un sistem fundamental de
vecinatati ale lui 0, a inelului topologic End(A). A = B inseamna ca grupurile A si
B sunt izomorfe iar R; =4,, R, inseamna ca inelele topologice R; si Ry sunt izomorfe
topologic. Evident, teoria inelelor topologice nu face distinctie intre inelele topologic

izomorfe. Modulele (stdngi sau drepte) sunt unitare.

1
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Vom nota prin End.(A) inelul tuturor endomorfismelor continue ale unui grup
Abelian A. Cénd A este un grup Abelian local compact (pe scurt, LCA), inelul
End.(A) impreuna cu topologia convergentei pe compacte este un inel topologic.
Grupul aditiv al inelului R este notat cu R(+) iar centrul inelului R va fi notat prin
Z(R). Fie { R4 }acq o familie de inele topologice si S, C R, un subinel deschis fixat
pentru fiecare o € ). Consideram subinelul A C [[,cq R. al produsului Cartezian
R., A ={(zs) € [laca Ra | o € S, pentru aproape toate o € 2} (aproape toate
inseamna toate cu exceptia unui numar finit). Atunci produsul [T cq Sa al inelelor
topologice S,, a € €2, defineste o topologie de inel pe A. Acest inel este numit produs
direct local a lui R, fatd de S,,a € 2 si este notat prin [I,eq(Ra : Sa) (vezi [15],
p. 46) si ([56], p. 211 ). Este important de mentionat faptul ca daca toate S, sunt
local compacte si aproape toate S, sunt compacte, atunci inelul [T,cq(Ra @ Sa) este
local compact. Mentionam ca aceasta constructie joaca un rol important in teoria

algebrica a numerelor (inelele adelelor, grupul idelelor)
Vom aminti o constructie importanta (dar simpla) din teoria inelelor topologice:

Fie R un inel abstract. Fie S un subinel si presupunem ca pe S este data o
topologie de inel. Fie A = {z € R| pentru orice vecinatate U a lui Og exista o
vecinatate V' a lui Og astfel incdt Va C U,V C U}. Atunci A este un inel si
vecinatatile lui Og definesc o topologie de inel . Subinelul A este maximal pentru

care vecinatatile lui S definesc o topologie de inel pe R.

Vom da in continuare definitiile celor mai importante notiuni ce intervin in teza

data.

Definitia 1.1.1. Un grup Abelian A se numeste separabil daca orice submulfime
finita K este scufundata intr-un sumand direct S al grupului A care este suma directa

de grupuri de rangul 1 ([27], paragraful 65).

Definitia 1.1.2. Un subgrup B al unui p-grup Abelian G se numeste subgrup de
baza daca el este subgrup pur, daca este decompozabil in suma directa de grupuri

ciclice si daca grupul factor G/B este grup divizibil.

Definitia 1.1.3. Un inel topologic (R,7T) se numeste aproape marginit dacd existd

o topologie de inel T' < T astfel incit (R, T") este marginit.
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Definitia 1.1.4. Un inel topologic se numeste stang liniar daca are un sistem fun-

damental de vecinatdati a lui 0 format din ideale stangi.

Definitia 1.1.5. Inelul topologic se numeste local marginit daca el contine o sub-

multime deschisa marginita.

Definitia 1.1.6. Un grup Abelian A se numeste self-small daca Hom(A, —) pastreaza

sumele directe de copii ale lui A.

Definitia 1.1.7. Fie P = [[,2(e,), unde o(e,) = co. Grupul fara torsiune G se
numeste Ingust daca pentru orice homomorfism n : P — G egalitatea ne, = 0 are

loc pentru aproape toate numerele naturale n.

Definitia 1.1.8. Un ideal P al unui inel R se numeste stang primitiv daca este cel

mai mare ideal continut intr-un ideal maximal stang.

Definitia 1.1.9. Un inel se numeste stang primitiv daca 0 este un ideal stang

primitiv.

Definitia 1.1.10. Vom spune ca idealul P al unui inel R este prim, daca P # R si
daci AB C P implicai A C P sau B C P, pentru orice ideale A si B din R.

Definitia 1.1.11. Un inel R se numeste prim daca 0 este un ideal prim.

Urmatoarea notiune este centrala in teoria inelelor:

Definitia 1.1.12. Un modul M se numeste injectiv daca pentru orice sir exact
0 = A3 B si pentru orice homomorfism B : A — M existd un homomorfism

v : B — M astfel incit =y o «[39].

Definitia 1.1.13. Un submodul al unui modul Ar se numeste larg dacd are inter-

sectie nenula cu orice submodul nenul al lui Ar[39].

Definitia 1.1.14. Un grup topologic Abelian A se numeste liniar compact, daca:

uuuuu

0 format din subgrupuri.

it) daca § este o baza de filtru formata din subgrupuri de forma x + B, unde B

este un subgrup inchis, atunci N # 0 (vezi [43], [61]).
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Definitia 1.1.15. Vom numi grup de tipul lui Kulikov partea periodica a grupului

1B, (n=1,2,...) unde B, este o suma directda de grupuri ciclice de ordin p".

Definitia 1.1.16. Un grup se numeste rezidual finit (sau finit aproximabil) daca el

este subgrup al unui produs de grupuri finite.

Multimea tuturor numerelor cardinale de forma |B|, unde B este o baza pentru

spatiul topologic (X, T), are cel mai mic element.

Definitia 1.1.17. Vom numi ponderea spatiului topologic (X,7T) cel mai mic
numar cardinal din multimea numerelor cardinale de forma |B|, unde B este o bazd

a spatiului topologic si vom nota acest numdar cu w((X,T)) sau w(X).

Definitia 1.1.18. Caracterul unui punct z al spatiului topologic (X, T) este cel mai
mic numar de forma |B(x)|, unde B(z) este o baza pentru (X,T) in punctul . Acest

numdr cardinal se noteazd cu x(x, (X, T)) sau x(x, X).

Definitia 1.1.19. Caracterul unui spatiu topologic (X,T) se defineste ca fiind
supremumul tuturor numerelor x(x, (X, T)) pentru orice v € X. Acest cardinal

se va nota cu x((X,T)).

Definitia 1.1.20. Vom numi pseudo-caracterul unui punct x al unui T-spatiu
topologic X cel mai mic numar cardinal de forma |U|, unde U este o familie de
submultimi deschise ale lui X astfel incat "U = {x}; acest cardinal se noteazd prin
(x, X). Pseudo-caracterul unui 73-spatiu se defineste ca fiind supremumul tuturor

numerelor ¥(x, X') pentru x € X; acest cardinal se noteaza prin (X). [7]

Definitia 1.1.21. Un grup Abelian E se numeste S-grup dacd orice submulfime
finita ' C E se contine intr-un subgrup liber H de rang finit si H este sumand
direct al lui E (vezi [11]).

2. Inele de endomorfisme

Pe multimea endomorfismelor definite asupra unui grup se introduc operatiile de

adunare respectiv de inmultire in felul urmator:

(a+B)a = aa+Basi (aB)a = a(Ba), pentru orice a € A. In acest mod obtinem

un inel asociativ cu identitate numit inelul de endomorfisme End(A) a lui A.
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Vom prezenta 1n continuare inelul de endomorfisme al unei sume directe de
grupuri. O matrice [ov;] cu elemente din End(A) se numeste convergentd pe coloand

daca, pentru orice coloana 4, suma )_; aj; exista in topologia finita a lui End(A).

Fie A = @;c;A; o suma directa si g;(i € I) proiectiile corespunzatoare, conside-
rate ca idempotenti in End(A). Orice a € A poate fi scris sub forma a = ¥, €;a,
unde aproape toti €;a sunt egali cu zero. Pentru o € End(A), avem aa = Y, ag;a =

>ii(g50e:)a. In acest mod, cu orice a € End(A) se poate asocia o I x I-matrice:

¢ o= [ajiljier
unde «aj; = €jae;. Daca € End(A) si daca [5;;] cu B;; = €;0¢; fiind matricea core-
spondenta, atunci matricile asociate cu o — 5 ¢i a8 sunt exact matricea diferentelor
[aji — Bji] si respectiv matricea produs [Y_ ajxfk;] a matricilor [ovy;] si [B):], adica ¢

este un homomorfism de inele.

Din definitie rezulta ca matricea zero poate aparea doar de la endomorfismul
nul. Pentru orice indice i, ag;a = 3-; aj;a exista pentru orice a € A, adica matricile
[aj;] sunt convergente pe coloana. Invers, daca [ai;jer este o matrice convergenta

pe coloana cu «; € ;End(A)e;, atunci rezulta ca pentru un a € End(A)

aa = Zaji&.
1,J

Daca vom identifica Hom(A;, A;) cu un subgrup ¢;End(A)e; a lui End(A) atunci

putem obtine urmatoarea teorema:

Teorema 1.2.22 ([27], Teorema 106.1). Fie A = @®;c1A; 0 descompunere in sumd
directd a lui A. Atunci End(A) este izomorf cu inelul tuturor I x I-matricilor

convergente pe coloana

[aji]j,iela (671} € Hom(Ai, A])
3. Topologia finita si topologia compact-deschisa

Inelele de endomorfisme admit diverse topologii. Fie, de exemplu, o un numar

cardinal infinit iar P, familia tuturor submultimilor din A de putere < «. Atunci
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familia {T'(K)} kep, definesc o topologie 7T, de inel topologic stang liniar pe End(A).
Este evident ca daca A va fi un grup Abelian elementar atunci topologiile 7,

formeaza o multime bine ordonata (suficient de mare).

O topologie care joaca un rol important in studierea inelelor de endomorfisme, o
vom prezenta in continuare alaturi de cateva rezultate. Aceasta topologie se numegte
topologia finita. Pentru o submultime finita X a lui A, X-vecinatatea lui o € End(A)

este definita 1n felul urmator:
Ux(a) = {n € End(A)|nx = ax pentru orice z € X}

In aceasta definitie Uy (o) = NgexUs(a) si Ux(a) = a + Ux(0). Sau mai con-

venabil se pot defini vecinatatile lui 0 astfel:
U, ={n € End(A)|nx =0} pentru orice x € A.
Aceasta topologie este Hausdorff, iar U, sunt ideale ale lui End(A).
Teorema 1.3.23 ([27], Teorema 107.1). Inelul de endomorfisme End(A) al unui
grup abelian A este complet in topologia finita.
Observatia 1.3.24. Inelul End(A) este discret in urmatoarele cazuri:
i) A este finit generat;

it) A este un grup fard torsiune de rang finit.

Amintim ca daca A este un grup Abelian, p un numar prim, atunci p-componenta

A, alui A este subgrupul

{re A: exista keN,ptz =0}

Teorema 1.3.25. [[27], Teorema 107.4] Inelul de endomorfisme End(A), al unui
grup A, este compact in topologia finita, dacda si numai daca A este un grup cu

torsiune a carui p-componente sunt sume directe finite de grupuri cociclice.

Topologia finita pe inelul de endomorfisme al unui grup Abelian se generalizeaza
in cazul grupurilor Abeliene local compacte In modul urmator. Se considera topolo-
gia compact deschisd, numita altfel topologia convergentei pe compacte. In calitate
de baza de vecinatati in 0 a inelului End.(A) de endomorfisme continue ale grupului

A, se iau submultimile de forma
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T(K,U)={a € End.(A) : a(K) CU}
unde K este o submultime compacta a lui A iar U este o vecinatate a lui 0.

Fie gkM un R-modul stang, local compact si End.(gM) inzestrat cu topologia

compact deschisa (R inel local compact).

Teorema 1.3.26. [[56], Teorema 19.2] S = End.(gM) este complet.

Mentionam ca Teorema [1.3.26| generalizeaza Teorema [1.3.25|

Un inel topologic drept este o pereche (R, T) unde (R(+),T) este grup topologic
si pentru orice a € R, R i R, r — ra, este o functie continua. Urmatoarea teorema
prezinta o oportunitate de a studia inele de endomorfisme a unor grupuri Abeliene,

prin metode topologice.

Teorema 1.3.27 ([56], Teorema 4.21). Fie M un R-modul sting si T o topologie
compacta pe M. Presupunem ca pentru fiecare rg € R aplicatia M — M, m — rom
este continud. Atunci inelul S = End(grM) a tuturor endomorfismelor, nu neaparat

continue pe gM cu topologia finita, este un inel topologic compact drept.

Corolarul 1.3.28 ([56], Corolarul 4.22). Daca M este un grup Abelian care admite
o topologie compacta de grup, atunci End(M) admite o topologie de inel compact

drept.

Corolarul 1.3.29 ([56], Corolarul 4.23). Fie p un numdr prim si M un grup Abelian
elementar. Daca exista un numar cardinal m astfel incit |[M| = 2™, atunci inelul

End(M) admite o topologie de inel compact drept.

Observatia 1.3.30. Daca A, B sunt doud grupuri topologice Abeliene, atunci

End(A @ B) contine o copie izomorfd a lui End(A).



CAPITOLUL 2

Marginirea inelelor topologice de endomorfisme

In teoria spatiilor vectoriale topologice este bine cunoscuta notiunea de sub-

multime marginita.

Aceasta notiune a fost extinsa pentru inele topologice (vezi, de exemplu, [33] p.

44).

Mentionam rolul important al conditiei de multime marginita in teoria corpurilor

topologice.

O sumbultime S a unui inel topologic se numeste drept marginita daca pentru
orice vecinatate U a lui 0 exista o vecinatate V' a lui 0 astfel incat V.S C U([32],
[59]). Notiunea de submultime stdng marginitda a unui inel topologic este data

analog. O submultime este marginita daca este atat drept cat gi stang marginita.

Proprietatea unei submultimi de a fi marginita nu este absoluta in urmatorul
sens: Daca S este o submultime marginita intr-un inel topologic R si R C R/,

atunci S poate sa nu fie marginita in R'.

Ca exemplu fie R inelul topologic al numerelor reale. Atunci S = Z este un

subinel discret, prin urmare, marginit, dar S nu este submultime marginita in R.

Inelele stang marginite (respectiv, drept marginite, marginite) admit unele car-

acterizari interesante:

i) Un inel topologic R este stang marginit (respectiv, drept marginit, marginit)
< are un sistem fundamental de vecinatati in 0 format din ideale stangi (respectiv,
drepte, bilaterale) ale semigrupului multiplicativ R(-). Exista gi versiunile locale ale

acestui rezultat.

ii) Intr-un inel local compact marginit, RyR = RRy = 0 si inelul factor R/R,
are un sistem fundamental in 0 format din ideale compacte deschise, unde Ry este

componenta conexa a lui 0 (adica cel mai mare subgrup conex in R care contine 0).

8
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Rezultate importante despre inele topologice marginite au fost obtinute in [33],

58], [60].

Multimile marginite sunt importante in clasele de inele topologice care au o
familie bogata de submultimi marginite. Vom mentiona inelele local compacte si

inelele stang liniare.

Mentionam [5] urmatorul exemplu: Daca A este un grup elementar infinit, atunci

End(A) nu este local marginit.

Cum inelul End(Z) este discret, el este marginit. Prin urmare clasa grupurilor
Abeliene pentru care inelele de endomorfisme sunt compacte este o subclasa proprie

a clasei grupurilor Abeliene pentru care inelele de endomorfisme sunt marginite.

Daca A este un grup "self-small" gi numarabil atunci conform [10], Corolarul 2.3
End(A) este discret, adica inel marginit. Pentru A = Z(p>),p € P inelul End(A)

este marginit dar conform cu [10], Propozitia 3.1 grupul A nu este "self-small".

1. Preliminarii

Propozitia 2.1.31. Daca un grup Abelian A se descompune intr-o suma directd

A = ®icrA; de subgrupuri deplin invariante, atunci End(A) =4, [1;c; End(4;).

Corolarul 2.1.32. Fie A un grup Abelian cu torsiune, A = @pepA, descompunerea

sa in componente p-primare. Atunci End(A) =, [T)ep End(A,).

Observatia 2.1.33. Prima parte a Propozitiei |2.1.31| este enuntata in [27], Cap.
XV, § 1006, Exercitiul 4, (a) si (b).

Lema 2.1.34. ([56], Propozitia 19.21) Fie M = N & N’ un grup Abelian. Notam
prin pry proiectia lui M pe N. Atunci aplicatia : ¢ : End(N) — End(M), p(a)(m) =

a(pry(m)),a € End(N), m € M, este un izomorfism topologic pe imaginea sa.

Vom folosi urmatorul criteriu de compactitate pentru submultimile inelului de

endomorfisme End(A) a grupului Abelian A:

Teorema 2.1.35. ([56], Teorema 19.4) O submultime X C End(A) are inchiderea

compacta daca si numai daca Xa este finita pentru orice a € A.
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2. Inele marginite de endomorfisme

Observatia 2.2.36. Fie R = (R, T) un inel topologic i S un subinel. Dacd S este

o submultime mdrginita o lui R, atunci (S,T [s) este un inel topologic marginit.

Amintim ca un inel topologic se numeste local mdrginit daca are o vecinatate
marginita a lui 0. Echivalent: Un inel topologic este local marginit daca el are o

submultime nevida deschisa marginita.

Lema 2.2.37. Daci 0 # A = &B unde m este un numar cardinal infinit, atunci
m

End(A) nu este local marginit.

Corolarul 2.2.38. Fie A un grup Abelian fara torsiune si divizibil. Atunci urmd-

toarele afirmatii sunt echivalente:
i) End(A) este discret;
it) End(A) este marginit;
i17) End(A) este local marginit;
iv) A= Q", unde n € w.

Observatia 2.2.39. Fie p un numar prim, A = Q x Z(p>). Atunci inelul End(A)

este nemarginit.

Teorema 2.2.40. Fie A un grup Abelian divizibil. Atunci End(A) este marginit <
A= Q" unde n € w sau A = @pepA, unde fiecare A, este o suma directa de un

numar finit de copii ale lui Z(p>).

Lema 2.2.41. Fiencw siY CP, A= Q" @ (P,ey Z(p™)),n € w. Atunci inelul
End(A) este local compact.

Teorema 2.2.42. Fie A un grup Abelian divizibil. Atunci urmdatoarele afirmatii

sunt echivalente:
i) End(A) este local marginit;

i) A= Q"D (BpepAp) unde n € w si fiecare A, este o suma directd de un

numar finit de copii ale grupului Z(p*);

i17) End(A) este local compact.
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Corolarul 2.2.43. Fie A un grup Abelian divizibil. Atunci urmatoarele afirmatii

sunt echivalente:
i) End(A) este local marginit gi nemarginit;

i) A= Q"® (PBpex Ap) unden > 1,0 # X C P si fiecare A, este o sumd directd

de un numdr finit de copii ale grupului Z(p™);
it1) End(A) este local compact si nemarginit.
Propozitia 2.2.44. Fie A un p-grup redus avand proprietatea cd pentru fiecare

submultime finita F' C A exista un sumand direct B a lui A astfel incat B # A si
F C B. Atunci End(A) este nemarginit.

Corolarul 2.2.45. Daca A este un p-grup infinit redus si separabil atunci End(A)

este nemarginit.

Corolarul 2.2.46. Daca A este un p-grup infinit si de exponentd finita atunci

End(A) este nemarginit.

Corolarul 2.2.47. Daca A este un grup elementar infinit sau un grup liber de rang

finit, atunci End(A) este nemarginit.
Teorema 2.2.48. Pentru un p-grup redus A,|A| < w urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) End(A) este compact;

i1) End(A) este mdrginit;

i) A este finit.
Teorema 2.2.49. Fie A un grup periodic si numarabil. Atunci urmdatoarele afir-
matii sunt echivalente:

i) End(A) este compact;

it) End(A) este marginit;

iii) A= BpepA, unde fiecare A, este o suma directa finita de grupuri cociclice.

Teorema 2.2.50. Daca A este un grup Abelian periodic si divizibil atunci sub-

multimea X a lui End(A) este marginitd < X este compactd.
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Propozitia 2.2.51. Fie p € P, A un p-grup Abelian si B un subgrup de baza a lui

A. Daca End(A) este marginit, atunci |B| < w.

Corolarul 2.2.52. Dacd A este un p-grup Abelian redus pentru care End(A) este

marginit, atunci |A] < 2¢.

Observatia 2.2.53. Urmatoare intrebare legata de subiectul acestei sectiuni ramine
deschisa: Este adevarat ca marginirea inelului End(A) a unui p-grup Abelian redus A
implica faptul ca A este finit? Teoremal[2.2.48 si Corolarul[2.2.59 arata ca dacd exista

un p-grup redus infinit A pentru care End(A) este marginit, atunci w < |A| < 2%,

O clasa importanta de topologii de inel pe End(A) sunt topologiile admisibile
(vezi Capitoul IV, paragraful 7). In teorema urmitoare noi caracterizam submul-
timile marginite in (End(A), 7)) (vezi definitia topologiilor 7, din paragraful 7).

Demonstratia teoremei a fost inspirata de demonstratia Teoremei 8 din [22].

Teorema 2.2.54. Fie A un grup elementar sau liber si X\ un numdr cardinal infinit.
Atunci submulfimea S C End(A) este marginita in (End(A),Ty) dacd si numai dacd
pentru orice submultime Ay C A, |Ag| < A, [S(Ao)| < A

3. Topologii marginite si aproape marginite pe inele de endomorfisme

In lucrarea [5] s-a demonstrat faptul ci inelul de endomorfisme al unui p-grup
infinit si marginit impreuns cu topologia finitd este nemarginit. In aceasta sectiune
demonstram, intr-un caz mai particular, ca inelul de endomorfisme nu admite nici o
topologie nediscreta marginita, totusi, intr-un caz mai general, admite o topologie
de inel drept marginita. Amintim faptul ca inelul de endomorfisme al unui grup

Abelian este Intotdeauna stang marginit.

Teorema 2.3.55. Daca A este un grup infinit Abelian marginit atunci inelul sau

de endomorfisme admite o topologie drept marginita nediscreta.
Amintim ca un inel topologic (R,T) se numeste aproape marginit daca exista o
topologie marginita mai grosiera decat 7.

Observatia 2.3.56. Un inel R nu admite o topologie de inel nediscreta aproape

marginita daca st numai daca nu admite o topologie de inel nediscreta marginita.
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Teorema 2.3.57. Fie A = @, Z(p"), unde n este un numar natural pozitiv fizat,

p € P si 7 un numar cardinal. Atunci End(A) nu admite topologii de inel nediscrete,

aproape marginite.

Prin urmare putem face urmatoarea remarca:

Observatia 2.3.58. Inelul de endomorfisme al grupului Abelian A = ®,Z(p") ad-
mite atat topologie stang marginita cat si drept marginita dar nu admite o topologie

nediscreta marginitd.

Teorema 2.3.59. Fie D un inel cu diviziune si V un D-spatiu vectorial drept de
dimensiune w. Fie R = End(V)/1, unde I este alcatuita din endomorfismele de

rang finit. Atunci R nu admite topologii de inel nediscrete marginite.



CAPITOLUL 3

Inele regulate de endomorfisme a grupurilor

topologice Abeliene

Clasa inelelor regulate in sensul lui von Neumann este o subclasa importanta
a inelelor asociative. Amintim ca un inel R se numeste regulat in sensul lui von
Neumann daca pentru orice a € R exista b € R astfel incat aba = a. Vom studia

urmatoarele Intrebari:

(i) Care sunt grupurile Abeliene topologice in care fiecare imagine a unui endo-

morfism este sumand direct (in sens topologic)?

(ii) Care sunt grupurile Abeliene local compacte pentru care inelul End.(A) este

regulat?

Rangaswamy a enuntat aceleasi intrebari pentru cazul grupurilor Abeliene ab-
stracte [46]. Mentionam faptul ca problema (i) nu are raspuns in clasa grupurilor
Abeliene discrete. Vom da o caracterizare a grupurilor Abeliene topologice pentru
care inelul End.(A) este m-regulat. De asemenea este data o caracterizare completa
a grupurilor Abeliene local compacte cu End.(A) regulat (Teorema[3.1.72)). Vom da

exemple:

(i) de LCA grup (A, T) pentru care End(A) nu este regulat dar End.(A) este

regulat;
(ii) de LCA grup (A, 7T) pentru care End(A) este regulat dar End.(A) nu este.

Vom da un exemplu de grup Abelian liniar compact a carui inel de endomorfisme
continue este regulat. De asemenea vom indica o topologie de inel pentru End.(A) a
oricarui grup Abelian liniar compact, topologie analoaga cu topologia convergentei

punctuale.

14
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1. Inele regulate de endomorfisme continue a LCA-grupurilor

Lema 3.1.60. Fie A un grup Abelian topologic nu neaparat Hausdorff si o® = a €

End.(A). Atunciim« si ker a sunt sumanzi directi topologici ai lui A.

Amintim ca un element a dintr-un inel se numeste m-regulat (vezi [27], p. 239)
daca exista un numar intreg pozitiv m astfel incat a™ este regulat. Un inel este m-
requlat daca fiecare din elementele lui sunt m-regulate. Un inel se numeste m-requlat
daca toate elementele sale sunt m-regulate pentru un numar fixat m. Urmatoarea
teorema ofera conditii necesare si suficiente pentru un endomorfism « de a fi m-

regulat.

Teorema 3.1.61. Fie A un grup Abelian topologic si o € End.(A). Atunci «
este un element m-requlat daca $i numai daca im o™ si ker ™ sunt sumanzi directi

topologici ai lui A.

Teorema 3.1.62. Inelul End.(A) a tuturor endomorfismelor continue ale unui grup
Abelian topologic A este m-regulat dacd si numai dacd pentru orice a € End.(A)
exista un numar intreqg pozitiv m astfel incat im o™ si ker o™ sunt sumanzi directi

topologici ai lui A.

Corolarul 3.1.63. Inelul End.(A) a tuturor endomorfismelor continue ale unui
grup Abelian topologic A este requlat dacd si numai dacd imaginea si nucleul fiecarui

endomorfism sunt sumanzi directi topologici ai grupulus.

Lema 3.1.64. Fie A un grup Abelian topologic si End.(A) este requlat. Daca p €
P,x € A, si p?’x =0 atunci pr = 0.

Corolarul 3.1.65. Daca A este un grup Abelian topologic, End.(A) este requlat i

A este un p-grup atunci pentru orice v € A, px = 0.

Teorema 3.1.66. Fie A un LCA-grup fara torsiune. Dacd End.(A) este requlat
atunci End.(A)(+) este divizibil.

Corolarul 3.1.67. Dacd End.(A)(+4) este divizibil atunci A este un grup divizibil.

Exemplul 3.1.68. Fiep € P i A = [[;c,(R;i : S;) unde R; = Q,, S; = Z,. Atunci
End.(A) nu este regulat.
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Amintim ca un subgrup B a unui grup topologic A se numste deplin invariant

daca aB C B pentru orice endomorfism continu « a lui A.

Lema 3.1.69. Daca A este un LCA grup, descompus in sumd directa A = Ay @ Ay
de subgrupuri deplin invariante a lui A atunci End.(A) =4, End.(A;) X End.(As).

Rangaswamy [46] a demonstrat ca inelul End(A) unde A = R X [[,cp Z(p) nu
este regulat. Este interesant de subliniat faptul ca daca vom considera A ca si grup
topologic cu topologia produs unde R este data cu topologia uzuala si fiecare Z(p)

cu topologia discreta, atunci End.(A) este regulat.

Vom da acum un exemplu de grup a carui inel de endomorfisme este regulat dar

inelul endomorfismelor continue nu este.

Propozitia 3.1.70. Fie A = Z(p)™ & (B, Z(p)) unde p € P si m,n sunt numere

cardinale arbitrare gi infinite. Atunci inelul End.(A) nu este regulat.
Observatia 3.1.71. Inelul End.(A) este prim.

Teorema 3.1.72. Fie A un LCA grup cu torsiune. Urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:
i) End.(A) este regulat;

it) Exista n € N astfel incat subgrupul @;>,114,, este discret si grupul A,, este

un grup compact infinit satisfacand identitatea pxr = 0.

2. Inele regulate de endomorfisme a modulelor discrete quasi-injective

Urmatoarea notiune este analogul modulelor quasi-injective, in module cu topolo-
gie. Un R-modul stang topologic si discret M se numeste quasi-injectiv daca orice
homomorfism f : N — M, unde N este un submodul a lui M, are o extensie pana

la un endomorfism a lui M.
Teorema 3.2.73. Fie Ig un R-modul quasi-injectiv, S = End(Ig) i N ={a € S :
a anuleaza un submodul larg alui Ig}.

Atunci

i) S/N este regulat in sensul lui von Neumann,
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it) N este radicalul lui Jacobson al lui S;
it1) idempotentii lui S/N pot fi ridicati modulo N .
Corolarul 3.2.74. Fie R un inel compact si Pr un modul proiectiv drept in categoria

modulelor profinite peste R, iar S = End.(A) inelul endomorfismelor continue cu

topologia compact-deschisa. Atunci:
i) S/J(S) este regulat;

it) idempotentii lui S/J(S) pot fi ridicati modulo J(S).

Definitia 3.2.75. Fie Mg un R-modul drept discret.

Doud elemente m,m' au acelasi ordin daca modulele mR si m'R sunt izomorfe.

Teorema 3.2.76. Fie Ip un modul quasi-injectiv. Atunci S este compact dacd si
numai dacd pentru orice m € Ir multimea elementelor m' avind acelasi ordin cu m

este finitd.

3. Grup Abelian liniar compact pentru care End.(A) este regulat

Urmatoarea afirmatie este bine cunoscuta:

Daca A este un grup liniar compact, B si C' sunt doud subgrupuri inchise, atunci

descompunerea A = B @ C' este topologica.

Consideram aplicatia B x C — A, (b,c) — b+ c. Aceasta aplicatie este un
izomorfism continu cum B x (' este liniar compact si deschis, adica izomorfism

topologic.

Fie A = Q,” unde « este un numar cardinal, p € P si Q, grupul aditiv al corpului

local compact al numerelor p-adice.
Lema 3.3.77. Orice subspatiu Q,a,a € A este un sumand direct topologic.

Lema 3.3.78. Daca B este un subspatiu vectorial inchis a lui A atunci B este un

sumand direct topologic.

Lema 3.3.79. Dacd o € End.(A), atunci a este un endomorfism a unui Q,-spatiu

vectorial.
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Lema 3.3.80. Dacd o € End.(A), atunci imo si kera sunt Q,-subspatii inchise a

lut A.

Teorema 3.3.81. End.(A) este un inel requlat, unde A = Q,*.

Fie A un grup Abelian liniar compact. Notam pentru fiecare subgrup deschis V'
a lui A gi pentru orice subgrup liniar compact K a lui A, T(K,V) = {a € End.(A) :
a(K) Cc VY.

Teorema 3.3.82. Fie A un grup Abelian liniar compact. Atunci familia {T(K,V)},
unde V' si K parcurg subgrupurile deschise ale lui A dau o topologie de inel pentru

End.(A). Aceasta topologie se numeste "topologia liniar compacta deschisa’.

Intrebare: Sa se clasifice toate idealele inchise stangi (bilaterale) a lui End.(Qy),

unde p este un numar prim si « este un cardinal.



CAPITOLUL 4

Inele de endomorfisme cu vecinatati speciale ale

lui 0

Exista o legatura subtila intre proprietatile locale si globale ale unui inel topo-
logic. De exemplu, un inel topologic conex este comutativ daca gi numai daca are
o vecinatate comutativa a lui zero. Relatiile ce apar intre proprietatile locale si cele

globale ale unui inel topologic sunt mai slabe in cazul inelelor disconexe.

In acest capitol studiem conexiunile ce apar intre proprietitile vecingtatilor lui
0 ale lui End(A) si proprietatile lui globale. Vom arata ca desi inelele de endo-
morfisme ale grupurilor Abeliene sunt total disconexe, exista o relatie stransa intre

proprietatile locale si globale ale acestora.

O notiune fundamentald in teoria inelelor topologice este aceea de Q-inel (vezi,
de exemplu,[32]). Importanta acestui concept sta in urmatoarea proprietate a Q-
inelelor: intr-un @-inel orice ideal modular maximal stdng (drept) este inchis [56].
In cazul inelelor necomutative aceasti notiune se imparte in trei: Q,-inel, Q;-inel si
(Q-inel. Nu este cunoscut (2010; vezi, [32]) daca aceste trei notiuni sunt echivalente.
Noi demonstram ca in cazul inelelor topologice de endomorfisme acestea coincid (de
fapt rezultatul demonstrat este mai general). De asemenea sunt studiate diferite

proprietati asupra vecinatatilor lui zero a inelelor topologice de endomorfisme.

Vom demonstra, spre exemplu, faptul ca End(A) este un Q-inel (i.e., are o vecina-
tate a lui 0 formata din elemente quasiregulate) daca si numai daca radicalul lui
Jacobson este deschis. Evident, proprietatea aceasta nu caracterizeaza grupurile
Abeliene pentru care radicalul lui Jacobson al inelelor de endomorfisme este deschis.
Motivati de acest rezultat, vom indica unele proprietati suficiente pentru ca radi-
calul lui Jacobson al inelului de endomorfisme al unui grup Abelian sa fie deschis.
Mentionam ca este putin probabil de obtinut clasificarea grupurilor Abeliene A pen-

tru care J(End(A)) este deschis. Intr-adevar nu se cunoaste clasificarea grupurilor

19
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Abeliene pentru care End(A) este discret. Inelul End(A) a unui p-grup redus are o

vecinatate a lui 0 fara elemente nenule nilpotente daca si numai daca A este finit.

1. @-inele de endomorfisme

Un inel topologic (R, T) este Q;-inel(Q,-inel; Q-inel) daca si numai daca 1 are o

vecinatate din elemente stang inversabile (drept inversabile; inversabile).

Amintim ca un inel topologic (R, 7T) cu unitate se numeste inel Gelfand ([15],
Exercitiul 11, p. 110) daca multimea elementelor quasi-regulate este deschisa si

(R,T) este un inel cu inversul continu.

Teorema 4.1.83. Fie R un inel topologic stang marginit. Atunci urmdtoarele afir-

matii sunt echivalente:
i) R este un Q-inel;
it) R este un Q,.-inel;
iti) R este un Q-inel;
) R este un inel Gelfand;

v) J(R) este deschis.

Corolarul 4.1.84. Fie A un grup Abelian. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
i) End(A) este un Q;-inel;
it) End(A) este un Q,-inel;
i17) End(A) este un Q-inel;
iv) End(A) este un inel Gelfand;

v) J(End(A)) este deschis.

Exemplul 4.1.85. Fie Q corpul numerelor rationale. Atunci multimea B a tuturor
subgrupurilor nenule ale grupului aditiv a lui Q definesc pe Q o topologie de inel.

Inelul (Q,T) este un Q-inel, dar inversul nu este continu.

2. Vecinatati speciale ale inelelor de endomorfisme

Vom incepe cu cazul inelelor discrete.
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Teorema 4.2.86. Fic A = @©;c;A; unde A; # 0 si I este infinita. Atunci inelul
End(A) este nediscret.

Urmatoare Teorema ne arata ca clasa inelelor topologice de endomorfisme nedis-

crete este mare.

Teorema 4.2.87. Inelul End(A) pentru un grup Abelian cu torsiune A este discret

daca si numai daca A este finit.

Teorema 4.2.88. Fie A un p-grup separabil. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) End(A) are o vecindtate fara elemente topologic nilpotente nenule;

it) End(A) are o vecindtate fara elemente nilpotente nenule;

i) A este finit.

Corolarul 4.2.89. Daca A este un p-grup Abelian separabil gi End(A) are o vecind-

tate a lui 0 fara zero-divizori, atunci A este finit.

Teorema 4.2.90. Dacd A este un grup Abelian separabil si End(A) are o vecinatate

comutativa a lui 0, atunci A este finit.

Teorema 4.2.91. Dacd A este un grup Abelian cu torsiune si End(A) are o vecind-

tate a lui 0 nilpotentd, atunci A este o suma directd finita de p-grupuri.

3. Conditii suficiente in care End(A) este ()-inel

Teorema4.1.83|nu ofera informatii despre grupurile a caror inele de endomorfisme
sunt Q-inele. In acest paragraf sunt date citeva afirmatii despre structura grupurilor

Abeliene A pentru care End(A) este un Q-inel.

Lema 4.3.92. Fie p un numar prim si n € N. Atunci radicalul lui Jacobson al

inelului End(A), unde A = &,Z(p"), nu este deschis.

Teorema 4.3.93. Fie A un p-grup redus si J(End(A)) este deschis. Dacd B =

EBNBpn este un subgrup de baza §i Byn = @, Z(p"), atunci fiecare numar cardinal
ne

m,, este finit.
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Corolarul 4.3.94. Daca A este un p-grup redus, si J(End(A)) este deschis, atunci
|A| < 2v.

Teorema 4.3.95. Dacd A este un grup Abelian periodic gi divizibil atunci J(End(A))

este deschis daca st numai dacd A este o suma directa finita de grupuri de tipul p™.

Teorema 4.3.96. Daca A este un p-grup redus separabil atunci J(End(A)) este

deschis daca $i numai daca A este finit.

Teorema 4.3.97. Fie A un grup cu torsiune. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:
(1) End(A) nu are ideale topologic nilpotente;

(17) A este o suma directd de grupuri elementare.

Corolarul 4.3.98. Dacd A este un grup cu torsiune si End(A) nu are ideale topo-

logic nilpotente atunci End(A) este un inel semi-simplu stang liniar compact.

In acest caz End(A) este un produs de inele matriciale peste corpuri finite F,,

p € Psi inele End(V') unde V' este un grup elementar.

Corolarul 4.3.99. Dacd A este un grup cu torsiune si End(A) nu are ideale topo-
logic nilpotente atunci centrul inelului End(A) este discret daca si numai dacd A are

exponentd finitd.

4. Caracterul si pseudo-caracterul in inele de endomorfisme

Doua notiuni fundamentale ale topologiei generale sunt caracterul si pseudo-
caracterul unui punct al unui spatiu topologic. Notiunea de pseudo-caracter al unui
punct a spatiului topologic a fost introdusa de Aleksandrov si Urysohn in lucrarea
clasica "Memoire sur les espaces topologiques compacts" [8]. In aceastd sectiune noi

vom studia urmatoarele intrebari:
1) Cum se exprima caracterul lui End(A) prin invariantii grupului A?
2) Cum se exprima pseudo-caracterul lui End(A) prin invariantii grupului A?

3) In ce conditii pseudo-caracterul inelului topologic (End(A),T) coincide cu

caracterul?
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Lema 4.4.100. Fie A = @, A, 0 descompunere a unui grup Abelian A intr-o sumd
directd de subgrupuri nenule, unde T este un cardinal infinit. Dacd x(End(A)) < 3,

unde [ este un numar cardinal, atunci T < f3.

Corolarul 4.4.101. Fie A un grup Abelian care este o sumd directa de grupuri
nenule de cardinalitate < w si 7 un cardinal infinit. Atunci x(End(A)) < 7 daca si

numai daca |A| < 7.

Corolarul 4.4.102. Daca D este un grup nenul divizibil, atunci ¢¥(End(D)) =
x(End(D)) = [D].

Propozitia 4.4.103. Daca A este un grup nenul de cardinalitate < w $i T un numar

cardinal infinit , atunci (End(@,;A)) = x(End(®,A)) = 7.

Corolarul 4.4.104. Daca A este un grup cu torsiune, T un numdar cardinal si

X(End(A)) < 7, atunci |A] < 27.

Teorema 4.4.105. Fie A grupul lui Kulikov. Atunci x(End(A)) =2 si
Y(End(A)) = w.

Lema 4.4.106. Fiec A un p-grup redus si T un numar cardinal infinit. Atunci
Y(End(A)) < 7 dacd si numai dacd cardinalitatea fiecarui subgrup de bazd a lui A

este < T.

Teorema 4.4.107. Fie A = ©pepA, un grup infinit cu torsiune, unde A, este un
subgrup p-primar a lui A. Fizam pentru fiecare p € P o descompunere A, = S,®D,,
unde D,, este subgrupul divizibil mazimal si S, este un grup redus, si fie T un numar
cardinal infinit. Atunci (End(A)) < 7 daca si numai dacd |D,| < 7T si pentru

fiecare subgrup de baza B, a lui S, avem |B,| < 7.

Corolarul 4.4.108. Fie A un grup cu torsiune infinit. Atunci ¥ (End(A)) = w daca
st numai dacd A = (BpepZ,) & D unde D este un subgrup divizibil cu |D| = w sau

D =0 si fiecare subgrup de baza a lui Z,,p € P este finit sau numarabil.

Observatia 4.4.109. Daci A = @ierA; unde 0 < |A;| < w si I este infinit, atunci
¢(End(A)) = x(End(4)) = [I].

Teorema 4.4.110. Fie A = ZN grupul Baer-Specker. Atunci x(End(A)) = 2¢ si
YP(End(4)) = w.
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5. O clasa de inele prime de endomorfisme continue

In paragraful dat vom considera un inel "standard" de endomorfisme continue.
Vom arata ca acest inel este prim si vom construi cu ajutorul lui un exemplu legat
de notiunea de inel topologic de fractii. De obicei inelul de fractii al unui inel este
prim. In teoria inelelor de fractii primalitatea inelului joacd un rol important desi
nu e decisiva, deoarece inelul complet de fractii In sensul lui Utumi exista pentru

orice inel cu unitate.

Teorema 4.5.111. Fie p € P un numar prim si A un LCA grup cu pa = 0 pentru

orice a € A. Atunci End.(A) este un inel prim.

Observatia 4.5.112. Fie A un inel topologic prim, in sensul abstract. Daca B este

dens in A, atunci B este prim.

Vom prezenta o constructie generald in teoria inelelor topologice (asociativitatea
nu se presupune). Degi, aparent, constructia nu este complicata, cu ajutorul ei
se obtin exemple importante de inele gi module. De exemplu notiunea de modul
injectiv in categoria modulelor topologice se obtine cu ajutorul procedurii descrise

mail jos:

Fie R un inel arbitrar si S un subinel. Presupunem ca pe S este data o topologie
T de inel. Consideram submultimea R’ = {z € R : pentru orice vecinatate V a lui
0g exista U o vecinatate a lui Og astfel incat U C V si Uz C V'} (in cazul in care T
este topologie de inel drept topologic R’ = {x € R : pentru orice vecinatate V a lui
0s exista U o vecinatate a lui Og astfel incdt zU C V'}). Ne vom opri asupra cazului
modulelor: Fie R si S doua module topologice drepte asupra unui inel topologic E.
Atunci R’ = {z € R : pentru orice vecinatate V" a lui Og exsita U o vecinatate a lui
0f astfel incat xU C V. Vom mentiona ca inelul adelelor asociat unei extensii finite

a lui Q sau lui K[X] unde K este un corp finit, se obtine in acest mod.

Fie R un inel asociativ gi Q(R) inelul de fractii al lui Utumi asociat lui R. Daca
R este inel topologic atunci analogul lui Q(R) poate fi definit in diverse moduri.

Vom mentiona metoda propusa de Johnson:

Extindem inelul R in Q(R) prin metoda descrisa mai sus. Inelul obtinut se

noteaza cu ('(R). Vom ilustra aceasta notiune prin urmatorul exemplu:
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Fie p un numar prim iar A = Z(p)¥ & (@, Z(p)). Consideram inelul End.(A)
cu topologia convergentei pe compacte. Acest inel se scufunda in inelul End(A)
unde A este considerat ca un grup discret. Este cunoscut ca inelul End(A) coincide
cu inelul sau de fractii (inelele care coincid cu inelul sau de fractii se numesc inele
Kasch). Din structura grupului A rezulta ca familia {T(K,V) : unde K i V sunt
subgrupuri compacte deschise} formeaza un sistem fundamental de vecinatati ale

inelului topologic End.(A4). In cele ce urmeazi vom demonstra ca Q'(End.(A)) #

End.(A).

Intr-adevar notam generatorul lui Z(p); din primul sumand prin ; iar al doilea
prin z;. Este evident ca familia {(z;)ic,} este liniar independenta asupra lui F,.
Consideram a € End(A) definit prin relatia o(z;) = (x;,2}) unde i € w. Vom
ardta ca nu exista o vecindtate U a lui Ogpq 4 astfel incat U C T(K, K) unde

K = Z(p)“. Putem considera ca U are forma T'(K;, K3) unde K; = ]O_o[ Z(p); iar

Ky =K®& (E%Z(p)i), unde m > n. Definim 5 € End(A) prin relatia 5(K3) = 0 si
i=1

: . . _ ,
5 f. $+1Z(p)j_ ’ld' ZDSHZ(p)j' Atunci fa(Tmi1) = B(Tmi1 + T 41)
j=m j=m

=, ., # 0, contradictie.

6. Inele topologice de endomorfisme cu topologii minimale

Notiunea de spatiu topologic minimal a fost pentru prima oara introdusa de
catre A. S. Parhomenko [45] in 1939 cand a demonstrat ca spatiile compacte Haus-
dorff sunt minimale. Amintim ca un spatiu topologic Hausdorff (X, 7) se numeste
minimal dacad nu exista o topologie Hausdorff pe X mai grosiera decat 7. Vom
studia 1n acest paragraf urmatoarea intrebare: Fie Mz un modul unitar drept peste
inelul R. In ce conditii asupra lui My inelul End(My) impreuna cu topologia finita
este un inel topologic minimal? Este dat un raspuns pozitiv pentru modulele libere

peste inele finite.

Amintim [13] ca un subinel H al unui inel topologic R se numeste esential daca

I N H # 0 pentru orice ideal inchis I # 0.

Urmatoarea Teorema a fost demonstrata pentru grupuri compacte de catre R.M.
Stephenson [55] in 1971 si generalizata la cazul algebrelor de Banaschewski [13] in

1974. Vom da in continuare demonstratia in cazul inelelor topologice:
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Teorema 4.6.113. Fie (R,T) un inel topologic Hausdorff si H un subinel dens.

Atunci (H, T [g) este minimal < (R,T) este minimal si H este esential in R.

Urmatoarea Teorema ne ofera o clasa de inele topologice minimale.

Teorema 4.6.114. Fie My un R-modul liber peste un inel finit cu unitate si N :=
{q € End(Mp) : |imq| < oo}. Daca P este un subinel a lui End(Mg), N C P C
End(MRg) si Ty este topologia finita pe End(Mg), atunci (P, Ty [p) este minimal.

7. Topologii admisibile pe inele de endomorfisme

Fie A un grup Abelian gi End(A) inelul siu de endomorfisme. Atunci gpq4A este
un modul stang topologic discret unde (End(A),7y) este inel topologic si Ty este
topologia finita. O topologie de inel nediscretd 7 pe End(A) se numeste admisibila
daca gngaA este un modul topologic unde A este inzestrat cu topologia discreta [24].

Evident, o topologie de inel T este admisibila daca 7 > 7.

In acest paragraf vom da o clasi de topologii de inel admisibile 7, pe inelul
de endomorfisme a unui grup Abelian infinit. De asemenea vom da exemplu de
topologie de inel nediscreta Hausdorff care nu este comparabila cu cea finita, prin
urmare nu este admisibila. Vom construi o topologie de inel admisibila, diferita de

topologiile 7.

Introducem notiunea de topologie de grup admisibila pe End(A) si aratam o

constructie de astfel de topologie.

Consideram A un grup Abelian infinit gi |A] = 7. Fixam un numar cardinal
infinit A < 7. Vom lua ca sistem fundamental de vecinatati a lui 0 pentru o topologie

de inel 7, pe End(A) familia idealelor stangi {7'(K)} unde |K| < .

Obtinem astfel o multime bine ordonata de topologii admisibile.

Teorema 4.7.115. Pentru orice A < 7 infinit, inelul topologic (End(A),T,) este

complet.

In ceea ce urmeazia A este un grup elementar si I este multimea tuturor a €
End(A) cu ima finita. Familia B8 = {Ann,(U)} unde U parcurge toate submultimile
finite ale lui 7, ne da pe End(A) o topologie Hausdorff nediscreta de inel.
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Daca K Cy A, atunci cum End(A) este inel regulat in sensul lui von Neumann,
End(A)K = End(A)a pentru un a € End(A) (vezi Lema lui von Neumann, [39],
p. 68). Evident, dacd K C I, atunci € [. Prin urmare, daca K C I, atunci

Ann,.(K) = Ann,(«) pentru un « € I.

Teorema 4.7.116. Topologia data de familia B nu este comparabila cu topologia

finita, adica nu este admisibild.

Observatia 4.7.117. Fie {U;};c; o familie de topologii admisibile. Atunci T =

V,etl; este o topologie admisibila.

Observatia 4.7.118. Euxistd o topologie Hausdorff nediscreta maximald.

Amintim [44] ca o topologie functoriala pe categoria A a tuturor grupurilor
Abeliene este un functor 1" de la A la categoria grupurilor topologice Abeliene astfel

incat T A este grupul A cu o topologie T4 si fiecare homomorfism este continu.

In ceea ce urmeazi vom da un exemplu de topologie admisibild diferitd de

topologiile 7Tj.

Fie A grupul numarabil liber i p un numar prim. Familia {p"A},c, ne da o
topologie de grup functoriala nediscreta U, pe A. Fie K familia tuturor submultim-
ilor nevide compacte din (A,U,). Notam cu V topologia de grup data de baza de
filtru {T(K) } kexc-

Grupul (A, V) este complet. Afirmam ci V este o topologie de inel. Intr-adevar,
fie « € End(A) si K € K. Cum orice endomorphism a lui A este continu in raport
cu topologia V, aK € K ¢i T(aK)a C T(K). Am demonstrat ca topologia V este
topologie de inel, prin urmare este admisibila. Ne ramane de demonstrat ca V este
diferita de topologia finita 7y. Fie {x, },e., 0 familie de generatori. Atunci multimea
K = {0} u{2"z, : n € w} este compacta. Afirmam ca T(K) nu este deschisa in
topologia finita. Presupunem contrariul si anume ca exista o submultime finita N
a lui A astfel incat T'(N) C T'(K). Putem presupune fara a pierde din generalitate

ca N ={xg,...,x,}, unde n € w.

Ludm a € End(A),a(x;) = 0 pentru i = 0,...,n §i a(zpy1) = Tpp1. Atunci

a € T(N) si cum (2" 1z, ) = 2" e, # 0, ¢ T(K), contradictie.
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O topologie de grup T pe End(A) se numeste admisibila daca 7y < 7T, unde 7y

este topologia finita.

Amintim ca un ultrafiltru § asupra unui grup topologic X se numeste ultrafiltru

firx daca exista x € X astfel incat §={A C X :z € A}.

Fie A un grup Abelian si § un ultrafiltru care nu este fix pe A. Familia B =
{T(A\Y)}yez unde T(A\Y) = {a € End(A4) : (A \ Y) = 0} formeaza un sistem

fundamental de vecinatati a lui 0 in End(A).

Propozitia 4.7.119. Topologia pentru care B este un sistem fundamental de veci-

natati a lui 0, este o topologie admisibila de grup pe End(A).
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